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RESUMO

Considerando uma Algebra de Lie (g, [-,-]) com estrutura com-
plexa J, € possivel definir em g um novo colchete Lie [*] s, de
modo que se pode mostrar que os subespacos g':¥ e g1 séo
subélgebras de Lie isomorfas a (g, [*]s). Para tanto, conside-
ramos apenas estruturas complexas integraveis. Mostraremos,
que no caso em que essas subalgebras forem nilpotentes, en-
tao (g, [+, -]) sera solivel. Nesse sentido, sera feita uma caracte-
rizagdo da Algebras de Lie (g, [+]s) com estrutura complexa s-
passos nilpotente, afim de estudar o comportamento do colchete
de Lie original [-, -], permitindo assim a construgcdo de exemplos
de Algebras de Lie de dim = 6.

Palavras-chave: Algebra de Lie, Colchetes, Estrutura complexa
s-passos nilpotente.

ABSTRACT

Considering a Lie Algebra (g, [-, -]) with complex structure .J, you
can set in g, a new Lie bracket [] s, so that it is possible to show
that the subspaces g':° and ¢! are Lie subalgebras isomorphic
to the (g, [*].). Therefore, we will considere only integrated com-
plex structures. It will be shown also that in the case where these
are nilpotent subalgebras, then (g[-,-]) is soluble. Accordingly,
there will be a characterization of Lie algebras (g, [*]) with com-
plex structure s-step nilpotent, in order to study the behavior of
the original Lie bracket [-,-], thus allowing the construction of
examples of Lie algebras of dim = 6.

Keywords: Lie algebra, Brackets, s-steps complex nilpotent

structure.
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INTRODUCAO

Iniciado com os trabalhos de Sophus Lie, no final
do século XIX, as Algebras de Lie surgiram com o propé-
sito de estender uma teoria, analoga a teoria de Galois,
ao estudo das equagoes diferenciais. A ideia de S. Lie de
examinar os grupos de transformagdes lineares como ob-
tidos através de solugdes de equagdes diferenciais ordi-
narias, foi importante como ponto de partida para a teoria
que chamamos hoje de “Algebras de Lie”.

Atualmente as Algebras de Lie tém sido apon-
tadas como um importante elemento de estudos, com
aplicagcdes em varios campos da Matematica e da Fisica.
Além de serem estruturas algébricas extremamente atra-
entes por si mesmas, sua importancia se deve ao fato
delas codificarem muitas informagdes sobre a geometria
dos Grupos de Lie correspondentes a elas.
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Em particular, recentemente tem surgido inte-
resse no estudo de estruturas complexas em Algebras de
Lie nilpotentes e solUveis, devido a sua relagdo com es-
truturas complexas e hipercomplexas em Grupos de Lie
(ver (BARBERIS; DOTTI, 2004)).

Uma estrutura complexa em uma Algebra de Lie
real g é um endomorfismo J tal que J> = —I. No pre-
sente trabalho, veremos que no caso de uma estrutura
complexa integravel .J sobre uma Algebra de Lie real g,
os auto-espacos g*° e g”' associados aos autovalores
1 e —i, respectivamente, sdo subalgebras complexas de
g% ondeg® =C®g.

Uma importante classe de estruturas complexas
sdo as chamadas abelianas, que satisfazem [JX, JY] =
[X,Y], paratodo X,Y € g. Em (FINO A.; DOTTI, 2001),
I. Dotti e A. Fino provaram que tais estruturas s6 podem
ocorrer em Algebras de Lie soluveis e em (BARBERIS;
DOTTI, 2004), M. Barberis e |. Dotti apresentaram uma
caracterizagao das algebras sollveis que admitem estru-
turas complexas abelianas.

Em (ANDRADA; BARBERIS, 2012), A. Andrada,
M. Barberis e I. Dotti estudaram a estrutura de Grupos
de Lie que admitem estruturas complexas abelianas inva-
riantes a esquerda em termos de algebras associativas
comutativas. Analisaram diferentes obstaculos algébricos
em Grupos de Lie sollveis que carregam estruturas com-
plexas abelianas invariantes, além de estudar Grupos de
Lie que admitem estruturas complexas abelianas invari-
antes a esquerda. Nesse sentido, frisaram que uma es-
trutura Hermitiana é Kahler se, e somente se, o Grupo de
Lie é produto direto de varias copias do plano real hiper-
bélico por um fator euclidiano.

Em sua Tese de Doutorado LICURGO (2007),
considerou a situacdo em que g"° e g”' sdo nilpoten-
tes, e mostrou que também nesse caso g deve ser so-
lGvel, sendo além disso obtida uma caracterizacdo para
Algebras de Lie de dimensbes 2, 4 e 6. No presente tra-
balho detalhamos as demonstragdes destes resultados,
utilizando alguns procedimentos que esclareceram varias
implicacoes.

Ainda em (LICURGO, 2007), E. Licurgo e L. A.
B. San Martin construiram exemplos de Algebras de Lie
g com estrutura complexa J para a qual os auto-espagos
g% e g*! sdo Algebras de Lie s-passos nilpotentes.

Apresentamos, nesse artigo, todos os célculos
necessarios para a edificagdo destes exemplos. Como
base para a construgdo desses exemplos, E. Licurgo e
L. A. B. San Martin utilizaram manipulagdes algébricas e,

através delas descobriram como se comporta o colchete
de Lie para uma dada base da Algebra de Lie que satis-
faz as condigbes de alguns resultados obtidos por eles
e apresentados em (LICURGO S. E. C.; MARTIN, 2011).
No presente trabalho, explanamos estas manipulagées al-
gébricas sobre outra base da mesma Algebra de Lie, afim
de encontrar os mesmos resultados obtidos a menos de
uma mudancga de base.

Muitas questdes continuam em aberto e diver-
sos problemas precisardo ser resolvidos até que tenha-
mos uma boa compreensio de quais Algebras de Lie ad-
mitem estruturas complexas integraveis, bem como uma
classificagao de tais estruturas. Essa é portanto uma area
de pesquisa promissora, e nesse artigo faremos um levan-
tamento de alguns principais resultados ja obtidos.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Algebras de Lie

Definicdo 1. Uma Algebra de Lie g é um espago veto-
rial sobre um corpo K, munido de uma operagéo bilinear,
chamada colchete de Lie

[,]:gxg—g

que satisfaz as seguintes condicbes:

1. anti-simetria:
[X,X] =0. (1)

2. identidade de Jacobi:

[X7[Y5Z”+[Zv[X7YH+[Yv[Z7X]]:05 (2)

paratodo XY, Z € g.

[X,Y]=XY - YX. 3)

Exemplo 1. O conjunto gl(n,*R) das matrizes reaisn xn
é uma Algebra de Lie com colchete definido por

[X,Y]=XY - YX.

Exemplo 2. SejaV um espaco vetorial de dimensdon e
gl(V') o espago das transformacgoes lineares de V.. Como
gl(V') é isomorfo ao espago das matrizes n x n, a opera-
cado

[Th,To] =ThoTo — Ty o 11,
comT eT> € gl(V), define em gl(V') um colchete de Lie.

Exemplo 3. Seja g é um espago vetorial. E imediato ve-
rificar que a operagdo

[XvY] =0,
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para quaisquer X,Y € g, define um colchete de Lie em g.
As Algebras de Lie com colchetes assim sdo chamadas
de algebras abelianas.

Definicdo 2. Um subespaco b C g tal que [X,Y] € b se
X,Y € b é chamado de subalgebra de g.

Exemplo 4. O conjunto das matrizes quadradas de trago
zero, que serd denotada por sl(n,R) = {X € gl(n,R) :
trX = 0} é uma subalgebra de gl(n, R).

Definicao 3. Um subespaco vetorial b C g, tal que
(X, Y] e hse X € geY € h échamado de ideal de
g. Em particular, todo ideal de g é uma subalgebra de g.

Definicao 4. Sejag uma Algebrade Lieeh C g um ideal.
No espaco vetorial quociente g/, defina

[va/] = [X’YL

onde X denota a classe X + 4. A construgdo desse col-
chete define em g/h uma estrutura de Algebra de Lie.

Definigcdo 5. Dada uma Algebra de Lie g, podemos defi-
nir, por indugéo, os seguintes subespagos de g:

9 9
g = g4
g = [glTh gk
e
! g
> = (g9
g = [g.d"7"],

onde [a, b] denota o subespacgo gerado por {[X,Y]; X €
a,Y € b}, se a e b sdo subconjuntos de g. Dizemos
que g, ¢',..., g, ... é a série derivada de g e que
g', 9%, ...,9",... é asérie central decrescente de g.
Proposicdo 1. Seja g uma Algebra de Lie. Entdo os su-
bespacos g'*) e g* sdo ideais de g, para todo k > 1.

Proposicdo 2. Seja g uma Algebra de Lie. Entdo, g% c
g" ! e ght! C ¢F, para todo k > 1.

Definicdo 6. Dada uma Algebra de Lie g, dizemos que

1. g é soluvel se existir k > 1, tal que g = {0} e
2. g é nilpotente se existir k > 1, tal que g* = {0}.

Definigdo 7. Seja g uma Algebra de Lie nilpotente. Dize-
mos que g € s-passos nilpotente se s+ 1 é o menor inteiro
k tal que g* = 0.

Exemplo 5. Agora apresentaremos uma subalgebra b
de gl(3,R) chamada de algebra de Heisenberg e definida
por

ta,b,c €R

=
Il
o o o
o O 9
o o o

Ela é uma Algebra de Lie soluvel. De fato,

=
Il
o o o
o o o

b
0 :beR
0

e, portanto, H® = 0.

E f4cil ver que b é
efeito, h*> = b’ e h® = [h,p?] =

é também nilpotente. Com

Um fato relevante a se observar com relagéo a
algebra de Heisenberg € que com respeito a base

0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0|, 0 ;10 0 0 |,
0 0 O 0 0 0 0 0 O

ey e2 €3

de b, temos que

[61, 62} = €3
e o colchete dos demais elementos da base é nulo.

Proposicdo 3. Toda Algebra de Lie nilpotente é também
soluvel.

Demonstracao: Isso decorre do fato de que
g(k) C gk+1

Existe em g de dimenséo finita, um Unico ideal
soltvel chamado radical soluvel, V(g) C g que contém
todos os ideais soluveis de g. Ver em (MARTIN, 2010).

Definicao 8. Dada uma A/gebra de Lie g, dizemos que g
€ semi-simples se o radical soluvel de g é nulo, isto é, se
nédo existem em g ideais soltiveis além do ideal nulo.

Exemplo 6. A subdlgebra de Lie sl(2,) = {X €
gl(2,R) : trX = 0} é semi-simples. De fato, considere
a base de sl(2,R)

LAl G

X Y zZ

Verifica-se, facilmente, que
(X, Z]=Y [V,X]=2X[Y,Z] = —2Z.
Dai, que
{X,Y,Z} € 51(2,R) = [51(2,R),s1(2,R)].

Portanto,
sl((2,R) = sl(2,R).

Ferreira, J. A. A.

}:

_I*&’irj P

] £

CIy EE“"& [=]

(iéncias Fxatas ¢ Tecnolégicas

R>.CX

evista Eletronice



Raciocinio analogo mostra que
s1(2,%) %) = s1(2,R), VE > 0.

Com isso, sl(2,R) ndo é soluvel.

Além disso, todos os ideais de sl(2,R) séo tri-
viais. De fato, seja h C sl(2,R) um ideal. Tome W € §
e escreva W = aX + bY + ¢Z, com a, b e c reais ndo
simultaneamente nulos. Obtemos

[W,X] =cY —2bX e [X,[X, W] = —2bZ.

Se b # 0, temos que Z € b, ja que b é ideal.
Comisso, Y = [X,Z] € b, eporfimX = §[Y7X] eh.

Seb=0ec#0, temos

Y:%[W,X}eh.

Seb=c=0,nosrestaW = aX, e ainda assim
teremos X € b. E de qualquer modo, {X,Y,Z} € b, isto
éh =sl(2,R).

Concluimos que s1(2,R) é semi-simples.

As Algebras de Lie mais palpaveis sdo as Alge-
bras sl(n,R), por essa razdo é muito comum utiliza-las
para ilustrar resultados de Algebras de Lie semi-simples
em geral.

Representacées

Definicao 9. Sejam g e b Algebras de Lie. Uma trans-
formagéo linear ¢ : g¢ — b € um homomorfismo se
o[X,Y] = [¢X,¢Y], paratodo X,Y € g.

Definigdo 10. Sejam g uma Algebra de Lie, V um es-
paco vetorial e gl(V) a Algebra de Lie das transformagées
lineares de V. Uma representagao de g em V é um homo-
morfismo

p:g— gl(V).

Um tipo de representagao interessante ao nosso
estudo é a representacao adjunta de g, que é dada por

ad: g — gl(g)
X — ad(X),

onde ad(X)(Y) = [X,Y], paratodo X,Y € g.

E facil ver que ad(X) e ad sdo transformagées
lineares. E ad é homomorfismo por causa da identidade

de Jacobi. De fato,
ad[X,Y)(2) =[[X,Y], Z]
= [Xv [YvZ] + [[Xv Z],Y}
=ad(X)ad(Y)(Z) — ad(Y)ad(X)(Z)
= [ad(X),ad(Y)](Z).

A Ultima igualdade segue do colchete de Lie de-
finido no exemplo 2.

Exemplo 7. Podemos construir a representagdo adjunta
de sl(n) do seguinte modo. Considere a base

R RN

X Y zZ

desl(2,R).

Tomando H = a X + bY + c¢Z, temos que

ad(H)X
= [H,X]=a[X,X]+b[Y,X]+c[Z, X]

Nt

= 2bX —cY.

Analogamente,
ad(H)Y = —2aX+2cZ
ad(H)Z = [H,Z]=aY —2bZ.

Logo, a aplicagcdo

sl(2,M) —  gl(3,R)

2b —2a 0
b a

—c 0 a
c —b

0 2c —2b

€ a representacdo adjunta de s((2,R).

Definicdo 11. Seja g uma Algebra de Lie. Uma represen-
tacdo p de g no espaco vetorial V' € uma representagdo
nilpotente se p(X) € nilpotente (isto é, p(X)" = 0 para
algumn € M) para todo X € g.

Seja g uma Algebra de Lie. g é nil-
) € nilpotente, para todo

Teorema 1 (Engel).
potente se, e somente se, ad(X
X € g. (MARTIN, 2010).

Proposicdo 4. Seja b C g uma subalgebra nilpotente
de g. A representagdo adjunta de b em si mesma é nilpo-
tente.

Demonstragao: Note que

ad:h — gl(h)

Y +— ad(Y):h —b.
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Se a subalgebra i C g é nilpotente, segue do teorema
de Engel que ad(Y") € nilpotente, para todo Y € §. A afir-
macao segue imediatamente da definicdo de representa-
¢oes nilpotentes.

O conceito de peso, que consideraremos re-
levante para importantes efeitos posteriores, sera cons-
truido a partir dos resultados que seguem.

Considere V' um espaco vetorial de dimensao
finita sobre um corpo R e sejaT : V — V uma transfor-
magcao linear, cuja fatoragao do polindmio minimal é dada
por:

mr(t) = pi(t)™ .. pr(t)™

O Teorema da Decomposigdo Primaria decompde V
numa soma direta de subespacos invariantes por 7' na
forma

V=Vioe...oV,

que sdo os auto-espagos generalizados

Vi ={v e V;p(T)*v =0, paraalgum k > 1}.

No caso em que £ é algebricamente fechado,
temos p;(T) = T — A;, com \; autovalor de T" e os subes-
pagos da decomposigao primaria séo escritos como

Vi={veV;(T—X\)" =0, paraalgum k > 1}.

Destacaremos a relagdo que estes auto-
espacos tem com os autovalores de T' denotando-os por
{%V

i

Proposigcao 5. Suponha que o corpo de escalares é al-
gebricamente fechado. Sejam Ty e T: transformagées li-
neares de V eV, 0s auto-espacos generalizados de T .
EntaoT>(Vy,) C V, paratodoi se e s6 se ad(T)?(1Tz) =
0, para algum q > 1. (MARTIN, 2010).

Se g é uma Algebra de Lie nilpotente e p
uma representacdo de g em V, dados X,Y € g, te-
mos ad(X)?(Y) = 0, para algum ¢ > 1 e, portanto,
ad(p(X))"(p(Y)) = 0.

Fixando X € g, podemos considerar a decom-
posicéo primaria de V numa soma direta de subespacos
generalizados de p(X) na forma

V=Vie...®Vs.

Da proposicao anterior e de

ad(p(X))*(p(Y)) =0,

temos que cada subespaco V; é p(Y)-invariante para
todo Y € g e, portanto, g se representa em cada um de-
les. Entdo podemos tomar a decomposicdo primaria de
Vi como soma direta de subespacos invariantes por res-
tricoes de p(Y'), com Y € g. Temos dois casos a conside-
rar:

12 caso:

Se V; é gerado por um Unico elemento, imediata-
mente teremos p(Y) = A\ (Y)v, para v € V;. E dai
que

(p(Y) = M(¥))v = 0.

2 2 caso:

Se algum V; se decompde para algum p(Y"), pode-
mos tomar uma nova decomposi¢éo de V e repetir
0 argumento anterior. Como a cada nova decompo-
sicdo a dimensdo dos subespagos diminui, apos fi-
nitos passos obtemos uma decomposigao final

V=W &...0Wn,

tal que dado Y € g, i = 1,...,n, existe autovalor
Xi(Y) para p(Y) tal que W; esta contido no auto-
espaco generalizado associado a A;(Y') e segue da
decomposicao primaria, que se v € W;

(p(Y) = X(Y)*v =0,

para algum k > 1.

Ainda, considerando p; a restricao da representa-
¢ao ao subespaco V,,, observamos que para todo
X € g (pi(X) = Mi(X))*v = 0, para algum k, sem-
pre que v € Vy,. Isto é p;(X) — A:(X) é nilpotente
para todo X € g. E dai que tr(p:(X) — X\i(X)) =0

e
_ trpi(X)

A = .
(X) dim Vy,
Com isso mostramos facilmente que \; é linear.

Com tudo que vimos, segue o teorema abaixo.

Teorema 2. Seja 'V um espacgo vetorial de dimensao fi-
nita sobre K, um corpo algebricamente fechado, e p uma
representagdo de g, uma Algebra de Lie nilpotente, em V.
Entdo existem funcionais lineares \1, . . ., \s de g tais que

se
V= {veVi;vXegan>1|

(p(X) = Xi(X))"v = 0},
entdo V,, é invariante pela representacdo p, isto é
p(X)(VN) - VM?VX €g,1<i<se

V=WV& 0V,

Demonstracgao: A discussao acima ja garante a
existéncia dos subespagos Wi, ..., W, invariantes pela
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representacao p, e aplicagoes lineares \; : g — R tais
que
V=W&...eW

e W; C Vy, como no enunciado.

Se houver vérios W’s em um mesmo V), pode-
mos soma-los em um Unico W; C V,,, e agora podemos
tomar \; # \;, sempre que i # j.

Os funcionais lineares A\; — \; séo néo nulos, en-
tdo podemos tomar X € g ndo nulo, tal que \;(X) #
A;j(X), para i # j. Para X dessa forma, cada \;(X) é
autovalor de p(X). Seja Vj,(x) seu auto-espago corres-
pondente.

Sabemos que auto-espacgos correspondentes a
autovalores distintos sdo disjuntos, e W; C V), (x), entdo
de V. =W @...d W, segue que W; = V,,(x). Mas,
por definigdo, Vi, (xy D Vi, logo Wi O Vj,. Portanto,
W; = Wy,.

O Teorema 2 motiva a seguinte definicéo.

Definicao 12. Um funcional linear \ : ¢ — 8 para o
qual

0£WV={ veV;¥X eg,In>1,
(p(X) = AX))"v=0 1}

€ chamado de peso. O subespaco V, é dito subespaco
de peso associado a ).

Observacao 1. O Teorema 2 garante que representa-
¢bes de Algebras de Lie nilpotentes e de dimensao finita
admitem pesos, no caso em que o corpo dos escalares é
algebricamente fechado.

Definigdo 13. Seja g uma Algebra de Lie. Uma aplicacao
linear D : g —» g é chamada de derivacao, se satisfaz

D[X,Y] = [DX,Y]+ [X,DY],
paratodo X,Y € g.

Exemplo 8. Seja g uma Algebra de Lie e seja X € g. A
identidade de Jacobi nos permite concluir que a aplicagao
linear ad(X) : ¢ — g € uma derivagao.

Proposicdo 6. Seja g uma Algebra de Lie de dimen-
sao finita sobre um corpo algebricamente fechado. Se
D : g — g é uma derivagao e

g=0x D... Do,
é a decomposicdo primaria de g, onde
gy, ={X €g:(D—-X\)"X =0, paraalgumn > 1,

entéo [gx;, 9x;] C Gx;+x,; € Ox;4x; = 0 5@ A\ + X\ ndo €
autovalor de D.

Demonstracao: Vamos fixar g,, como na de-
composigao da proposicao e tome X, = 0.

Se X € g,,, entdo 3In > 1, tal que
0=(D—-X)"X =(D-X)(D—-X)"'X.

Considere o menor inteiro n que satisfaz a condigéo
acima. Chamando X; = (D — \;)" "X, obteremos (D —
Ai) X1 =0 = X, isto é, DX = Xo + X\ X1. Mais uma
vez, vamos chamar (D —\;)"2X = X,, temos que X; =
(D= X)"1X = (D= \)(D —X\)"2X = (D — \)Xo,
isto &, DX2 = X7 + \; Xa.

Repetindo o raciocinio, podemos obter conjun-
tos {X1, ..., X, } linearmente independentes, tais que

DXj:Xj,1+/\z‘ij:1,...,8(X0:0),

e existe uma base de g,, formada por tais conjuntos.

Sejam {Xi1,...,Xs} C g, € {Y1,...,Ys} C
gx; conjuntos linearmente independentes como acima.
Mostraremos por indugéo sobre & + [ que

[Xk,Yl]EQAiHjk:l,...,sl:l,...,t.

Como D é uma derivagao, temos:

D[Xk, Y]

[DXy, Y] + [Xk, DY]]

[Xk—1+ XXk, Vi) + [ Xk, Yie1 + \;Y]
[Xk—1,Y1] + [ Xk, Yic1] + (N + X)) [ Xk, Y],

de onde concluimos que

(D = (Xi + X)) [Xk, Y] = [Xpen, Vi] 4 [Xi, Yia].

Se k=1 =1, obtemos
(D - (/\i + Aj))[XhYl} =0,

entdo [X1,Yi] € gx, 4,

A hip6tese de inducdo é que
[Xk-1,Y1] € ga;4a; € [Xk, Yica] € gx,40,5

ou seja, [Xi—1,Y]] € ker(D — (A + A;))?, para algum g e
[X&, Yi—1] € ker(D — (A\; + A;))", para algum r. De onde
afirmamos que [Xi_1, Y] + [X&, Yi—1] € ker(D — (A +
X)), n = max{q,r}.

Portanto,

0= (D — (X +X))"([Xbe—1, V1] + [ Xk, Yi-1])
= (D= i+ X)X, Y,

Ferreira, J. A. A.
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isto é, [Xk,YVl] S IX;+A -

Considere a derivagédo ad(X), para cada X € g,
na proposicao acima. Sempre podemos admitir a exis-
téncia do auto-espago generalizado ndo-nulo go(X) as-
sociado ao autovalor A = 0, j& que ad(X)X = 0, e dai
X e go(X).

Subalgebras de Cartan

Defini¢ao 14. Seja g uma Algebra de Lie. Uma subalge-
brah C g é dita subalgebra de Cartan de g se satisfaz

1. b é nilpotente e

2. seu normalizador em g é o prdprio h,isto é, {X €
g;ad(X)h C b} = b. Esta condicdo é equivalente a

2.SeX ege[X,hlChentdoX €

Exemplo 9. Considere a Algebra de Lie g = gl(2,R).
Entao, o conjunto das matrizes diagonais

{05 0))

€ uma subalgebra de Cartan de g.

Seja h C g uma subalgebra de Cartan. No Teo-
rema 2, vamos tomar V = g e p a representagédo adjunta
de h em g. Como a representagdo adjunta de h em si
mesma é nilpotente, o funcional nulo é sempre um peso
dessa representagéo. Denotamos por go 0 subespago cor-
respondente.

Teorema 3. SegjaV? # 0 um espago vetorial de dimen-
sdo finita e g C gl(V') uma subalgebra. Suponha que todo
X € g é nilpotente. Entao, existe v € V,v # 0 tal que
Xv =0 paratodo X € g.

Demonstra¢ao: Sejadimg=1e X € g, X # 0.
Como X é nilpotente, existe &k > 1 tal que X* =0 e
X*=1 £ 0.Sejaw € V tal que X*'w = v # 0. Entdo
Xv = 0, 0 que mostra o resultado acima para as Alge-
bras de Lie de dimensédo um. A demonstragéo segue por
indugdo sobre a dimenséo de g e esta detalhadamente
contida em (MARTIN, 2010).

Proposigcdo 7. Sob as condigbes da Definicdo 14, h =
go-

Demonstragao: Da discussao acima, temos

go ={X € g;VH € b; (ad(H))"(X) = 0}.

A representagdo adjunta de h em go € nilpotente,
e induz uma representagao também nilpotente,

p:bh—gl(go/b)
H+— p(H) :go/b — 9o/
v+hr— ad(H)v+b,

isto é, a transformacao linear p(H )é nilpotente, para todo
H eh.

Pelo Teorema 3, existe © € go/b nédo nulo, que
€ autovetor simultaneo de p(H) para todo H € b, com
p(HYo = 0 = b. Sejav € go tal que © = v + h. Como
h = p(H)o = ad(H)v + b, nos resta que ad(H)v € b.
Entdo v esta no normalizador de b, que é o préprio b, dai
v € b. Isso significa que # = 0, que n&o é autovetor. Nos
resta go/h = 0, isto € go = b.

Os pesos nao-nulos da representagdo adjunta
de h em g sdo chamados de raizes. Seu conjunto sera
denotado por []. Segue do Teorema 2 e da afirmacao
acima, que dada uma Algebra de Lie g de dimensao finita
sobre o corpo dos complexos, dada uma subalgebra de
Cartan h de g e denotando por || o conjunto de raizes do
par (h,g), podemos escrever

g=he ng
xe[]

onde g» = {X € g;VH € b;(ad(H) — \(H
para algum n > 1}.

N (X) =0,

Elementos regulares

Seja g uma Algebra de Lie n-dimensional. Para
definir um elemento regular, tome X € g. Denotaremos
por px 0 o polindmio caracteristico de ad(X) da forma

px(N) = A"+ pr 1 (XN 4 pr (X)X + po(X),

onde cada p;(-) € um polinbmio de grau n — i nas coor-
denadas de X, ja que os coeficientes do polindmio carac-
teristico sdo polinémios no espago das transformagdes
lineares e ad é linear em X . Em geral, esses coeficientes
sao dados pelo trago de algum produto exterior da trans-
formagéo linear.

Definicdo 15. O posto de uma Algebra de Lie de di-
mens&o finita é o menor indice i em que p; ndo é identi-
camente nulo, onde p; denota, os coeficientes do poliné-
mio caracteristico. Um elemento X € g é dito regular se
pi(X) # 0 onde i é o posto de g.

A Algebra de Cartan é exatamente o subespaco
go que aparece na decomposigao primaria da transforma-
¢ao linear ad(X), para um elemento regular X genérico
em h.

Ferreira, J. A. A.
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Exemplo 10. Sejasl(2,R) com a base
0 1 1 0 0 0
00| 0 -1 10
N —— N — e ——
X Y zZ

Tomando H = aX + bY + ¢Z, a matriz de sua
adjunta nesta base é

2b —2a 0
ad(H)=| —c 0 a
0 2¢ —2b

e, portanto, pr (\) = A3 —4(b* +ac)\. Da definido acima,
temos que o posto de s1(2,R) é um e H é elemento regu-
lar se e s6 se b* +ac # 0. Em particular, Y é um elemento
regular.

Teorema 4. Seja g uma Algebra de Lie de dimensao fi-
nita sobre um corpo de caracteristica zero e h C g uma
subalgebra de Cartan. Entao, existe um elemento regular
X eb.

Antes de demonstrar o teorema acima, faremos
uma breve discussado sobre a agdo dos automorfismos
sobre as subalgebras de Cartan.

Conjugacdo entre algebras de Cartan

Definicdo 16. Duas subdlgebras de Cartan sdo ditas
conjugadas, se uma é a imagem da outra por automor-
fismo de g.

Teorema 5. Numa Algebra de Lie sobre um corpo alge-
bricamente fechado, as subalgebras de Cartan sdo duas
a duas conjugadas por automorfismos.

Proposicado 8. Seja g uma Algebra de Lie. Se D é uma
derivagdo nilpotente de g, entdo ¢ é um automorfismo
de g, paratodot € R.

Subalgebra de Borel

Nosso objetivo agora é definir a subalgebra de
Borel. O primeiro passo consiste numa discussao sobre
a ordem lexicografica em espacgos vetoriais.

Definicao 17. SejaVV um espago vetorial sobre o corpo
ordenado £ e {v1, ...,v, } umabase deV . Sejamv,w € V
escritos na forma

V= a1v1 + ... + GnUn
w = b1v1 + ... + bpun,
com a;,b; € R. A ordem lexicografica em V em relagdo

a base {vi,...,v,} 6 dada porv < w se v = w ou se
a; < b;, onde i representa o primeiro indice em que as

coordenadas de v e w sdo diferentes. Essa ordem define
de fato uma ordem que é compativel com a estrutura de
espaco vetorial (isto é,v < w = v+u < w+wu exv < zw
sex >0ev<w).

Exemplo 11. A relagcdo R = {(a + bi,c+di) : b < d ou
b= d ea < c}, definida no conjunto dos nimeros comple-
X0s, é uma ordem lexicografica para o conjunto €. Consi-
derandozy = —5—1i,22 =6 —1i,23 = -2+ 31,24 = 3+ 3¢
e zs = —2 + 4i, temos a seguinte ordem lexicografica

21 <22 <23 <24 < 25

Denotaremos por [[* < [] o conjunto de todas
as raizes positivas. Isto é, o conjunto dos pesos nao-nulos
da representacdo adjunta de h em g que sédo funcionais
lineares no espacgo vetorial h que levam todo elemento
positivo X € h(escolhendo uma ordem lexicografica em
h) em um elemento ndo-negativo em €(escolhendo uma
ordem lexicografica no conjunto ¢).

Definicdo 18. Para uma escolha de raizes positivas
[1" c I sejab = h @ n™, onde nt = Z*Gl_r gr. A
subalgebra b de g é chamada de subalgebra de Borel ge-
rada por [*.

Observagdo 2. Em Algebras de Lie semi-simples as su-

balgebras de Borel sdo justamente as subalgebras solu-
veis maximais, no sentido que toda subalgebra soluvel
esta contida em alguma subalgebra de Borel. Ainda todas
as subalgebras maximais sdo conjugadas por um auto-
morfismo interno de g a subalgebra b (LICURGO, 2007).

Estruturas Complexas

Definicao 19. Seja g uma Algebra de Lie. Dizemos que
g 6 uma Algebra de Lie complexa se for espaco vetorial
complexo e [iX,Y] =1i[X,Y], paratodo X,Y € g.

Definicdo 20. Uma estrutura complexa sobre uma Alge-

bra de Lie real g é um endomorfismo J do espaco vetorial
g tal que J*> = —I. No que segue vamos supor sempre
que J é integravel, isto é, Ny = 0, onde N; é o tensor de
Nijenhuis de J:

N;(X,Y)
= JX,Y]-[JX,Y]-[X,JY] - J[JX,JY].
Definicao 21. Dizemos que uma estrutura complexa J
sobre g é adaptada se

[JX,Y]=J[X,Y].
paratodo X,Y € g.

Observacao 3. Se J é uma estrutura complexa adap-
tada, entdo J é integravel. De fato,

J[X,Y] - [JX,Y] - [X,JY] = J[JX,JY]
J[X,Y] - J[X,Y] - J[X,Y] - J*[X, JY]
J[X,Y] - J[X,Y] - J[X,Y] + J[X,Y]

0

Ferreira, J. A. A.

gg!j}:ﬁf}a- [&]
s

il

] oy

Revista Eletronica de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas

\<RECE



Observacao 4. No caso de J ser uma estrutura com-
plexa adaptada g passa a ser uma Algebra de Lie Com-
plexa se definirmos a multiplicagdo por escalares comple-
xos através de J. Tomado iX = JX, temos

[iX,Y]=[JX,Y] = J[X,Y] =i[X,Y].

A principio, vamos considerar g como espago ve-
torial real, dimgr g = n. Sejam {1,4}, {X1, ..., X, } bases
de € e g, respectivamente. A complexificada de g € dada
por

=C®ayg.

Entao, {Xi,..., Xn,iX1,...,4X,} constitui uma base de
g%, dimg g = 2n e podemos escrever g* = g @ ig.

Segé Algebra de Lie real, é facil estender o col-
chete de Lie a g° de modo que ela se torne uma Algebra
de Lie Complexa.

Dada uma estrutura complexa integravel J so-
bre g, sua complexificada g® = g @ ig pode ser escrita

como g% = g"% @ ¢g**, onde
g’ = {XeghJX=iX}e
¢! = {XeghJX =-iX}

s&o os = i-auto-espagos de J.

Proposicdo 9. Os auto-espacos g'° e g*' sdo subélge-

bras de g°.

Demonstragdgo: Como J ¢é integravel
(N;(X,Y) = 0), temos para X,Y ¢ g"°
0 = JX,Y]-[JX,Y]—[X,JY]| - J[JX,JY]
= JX,Y]-[iX,Y] - [X,iY] - J[iX,iY]
= JIX,Y]—ilX, Y] —i[X, Y]+ J[X,Y]
= 2J[X, }—QZ[X,Y].

Assim, J[X,Y] = i[X,Y] edal, [X,Y] € g*°, para quais-
quer X,Y € g*°

Analogamente J[X,Y] =
quer X,Y € g™t

—i[X,Y], para quais-

Defini¢cao 22. Seja g uma Algebra de Lie e J uma estru-
tura complexa sobre g. J é dita abeliana se satisfaz

[JX,JY]=[X,Y],VX,Y € g.

RESULTADOS

Estaremos interessados em caracterizar e exem-
plificar Algebras de Lie, com estrutura complexa cujos su-
bespacgos sejam subdlgebras nilpotentes. Por questdes
didaticas,faremos um estudo sobre estruturas complexas
J definindo em g um novo colchete de Lie, de modo que g,

munida deste colchete, seja uma algebra de Lei isomorfa
as subalgebras g'° e g*!. Veremos que dada uma alge-
bra de Lie g, tal que g"°(ou equivalentemente g°') é uma
subélgebra nilpotente de g%, entdo g é solivel. Neste sen-
tido, iremos nos dedicar a estruturas complexas para as
quais 0s + 7 auto-espacos sio subélgebras de g%, para
tanto consideraremos apenas Algebras de Lie que admi-
tem estruturas complexas integraveis.

Caracterizaremos as Algebras de Lie solliveis
até dimensao 6 que admitem estruturas complexas com
auto-espacos nilpotentes. Por fim, faremos a construgcao
detalhada de varios exemplos que satisfazem as condi-
¢bes dos resultados obtidos.

O Colchete *

Para estudar a estrutura complexa J definimos
em g um novo colchete de Lie [];, tal que g*° e g*' se-
jam Algebras de Lie isomorfas a (g,[+] s)

Defini¢ao 23. Seja (g,[-,-]) uma Algebra de Lie com
uma estrutura complexa integravel J. Definimos

[(*lo:gxg—9

(X,¥) — [X « ¥]s = 5(IX,Y] - [JX, JY])

Proposicao 10. (g, [*]s), como definida acima, é uma

Algebra de Lie.

Demonstracgéao: A anti-simetria é ébvia.

Sejam «, 3 € €, temos

[aX 4+ BY * Z];
= %([aX +BY,Z] — [J(aX + BY,),JZ])
= %(a[X, Y]+ BlY,Z) — [0 X + BJY, JZ])

= a[X*xZ];+B]Y xZ];.

Isso prova a bilinearidade.

Também se verifica a identidade de Jacobi de
[+]s. De fato, para todo X,Y, Z € g, temos:

(X *[Y = Z]s]s

= X5V, 2]~ 1Y, IZ))s

= S0x 1<[Y 7~ 1Y, J2))]
X, (Y, 2]~ 1Y, JZ]))

= (X5 ([Y 2~ 1Y, 12))
—[JX, ([JY, ZN)+ 1Y, JZ])

= 10X [Y, 2]+ U2, 1X, JY]]

+JY,[JZ, X))+ [Z,[JX,JY]]
+JY,[Z,JX)|+ [JZ,[JX,Y]]
+Y,[JZ,JX]])

Ferreira, J. A. A.
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Do mesmo modo, obtemos:

7% [X *Y]slo = 1(1Z,1X,Y]

+ [JY,[Z,JX])|+ [JX,[JY, Z]]
+[Y,[JZ,JX]|+ [JX,[Y,JZ]]
+[JY,[JZ, X+ [X,[JY, JZ]])

¥ * 12 % X))y = (1Y, 12, X]]

+ X, Y, IZ)) 4+ [IZ,[TX, Y]]
+ X, [JY,JZ)) 4+ [IZ,[X, Y]]
+ X[, JIY, Z) + 2, [JX, JY])).

Das trés ultimas equagdes, concluimos que
(X« [Y*xZ]sls+[Z*[XxY]s]s
+[Y % [Z* X]4]s

:i([X, Y, 2l + 2, [X, Y]] + [V, [, X]])
(X, 1Y, IZ) + [12,1X, Y]

+[JY,[JZ, X
JY,[Z, X
JZ,[JX,Y
JX,[JY,Z

+[Z,[JX,JY]]
+ [JX,[Y,JZ]]
+[Y,[JZ,JX]]
).

+1
+1
+1

Agora, usaremos a validade da identidade de Ja-
cobi para o colchete [, ‘]
(X *[Y*Zls]ls+[Z«[X*Y]s]s
+ [V *[Z x X]s]s
= (X, Y, JZ]] + 2, [X, JY]

+[JY,[JZ, X)) +Z,[JX,JY]]
+[JY,[Z,JX]|+ [JX,[JY, Z]])
+ X, Y, JZ) + [JZ,[JX,Y]]
+[Y,[JZ,JX]
=0

]
]
]
]

No que segue, denotamos a Algebra de Lie (g,
[+]s) por g..

Proposicdo 11. Seja g uma Algebra de Lie e J uma es-
trutura complexa sobre g. Entdo g.. é abeliana se, e so se,
J é abeliana.

Demonstracédo: [X+2)], = 0 se, e sO se,

[X,Y] - [JX,JY]=0;X,Y €g.

Proposigao 12. Seja (g, [-,-]) uma Algebra de Lie com
estrutura complexa integravel J. Entdo J é adaptada a

(g,[+]s). Consequentemente, g. é uma Algebra de Lie
complexa. Basta definir a multiplicagao por i através de
J.

Demonstragao: Dados X, Y € g, temos
J[X %Y1,

:%(J[X, Y] = JIX, JY])

:%([JX,Y] 4 X, JY))

:%([JX,Y] ~JJX,JY]) = [JX Y]y,

Proposicao 13. Seja (g, [-,-]) uma Algebra de Lie com
estrutura complexa J. Entéo as Algebras de Lie g**°, g**
e (g, [*]s) sdo isomorfas.

Demonstracao: Tome Z € {X —iJX; X € g}.
JZ =JX —iJ*X
=JX —i(-X)=JX +iX
=i(X —iJX) =iZ,

isto & {X —iJX; X € g} C g"°.

Tome Z € g"°

Z = X +4Y. Temos que

, € sejam XY € g tais que

JZ =iZ = JX +iJY =i(X +iY) = —Y +iX.

Nos resta que —JX = Y, edai Z = X —iJX. Logo,
{X —iJX;X € g} D g"° Com isso, mostramos que
g0 ={X —iJX;X €g}.

Considere

¢ :(g,[xs) — "’
X %(X —iJX)

E facil ver que p(JX) = ip(X), entdo ¢ é ¢-linear.
Como J é adaptada a (g, []s) , temos que
P X *xY]y
(X * Y]y, —iJ[X % Y]))
(X,Y]-[JX,JY])
iJ([X,Y] - [JX,JY])

(X,Y]-[JX,JY]—i[JX,Y] - [X,JY])

[ B N N - e T SN I NG R

(X, Y]+ [X,—iJY]

+[—iJ X, Y]+ [—iJ X, —iJY])

- E(X —iJX), %(Y —iJY)| = [p(X), (V)]

Ferreira, J. A. A.
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Logo, ¢» & homeomorfismo e, portanto, isomor-
fismo entre (g, [+].7) e g**°. Analogamente, g% é isomorfo
a (g, [*]s). Basta definir o isomorfismo (X) = %(X +
iJX) e observar que g*' = {X +4iJX; X € g}.

Das proposigoes 12 e 13, temos o seguinte co-
rolario.

Coroldrio 1. Seja (g, [-,-]) uma Algebra de Lie com es-
trutura complexa integravel J. Entao os +i auto-espacos
g%! egh? de J sdo subalgebras complexas de g¢ = gPig.

Defini¢cao 24. Seja g uma Algebra de Lie e J uma estru-
tura complexa sobre g. J é dita s-passos nilpotente se é
integravel e g.. é s-passos nilpotente.

Condic3o: g é solivel se g, é nilpotente

Teorema 6. Seja g uma Algebra de Lie com estrutura
complexa, tal que g.. € nilpotente. Entéo g é soluvel.

A demonstracdo deste Teorema é baseada em
um lema de Goto. Por questdes didaticas, seguem algu-
mas definicdes cujo conhecimento é fundamental para a
demonstragdo do Lema de Goto.

Definicao 25. Seja A um subconjunto de g. Chamamos
de centralizador de A em g e denotamos por z(A) o con-
junto

z(A)={X €g:[X,Y]=0,VY € A}

O centralizador de g em g sera chamado de centro de g e
sera denotado por:

clg)={Xeg:[X,Y]=0,VY € g}

Definigdo 26. Sejag uma Algebra de Lie sobre um corpo
R. Diremos que X € g é um elemento semi-simples de g
se ad(X) é diagonalizavel para alguma extensdo de £.

Observacao 5. Se g é semi-simples, entao as subal-
gebras de Cartan de g sdo as subalgebras abelianas
maximais cujos elementos sdo semi-simples (LICURGO,
2007).

Lema 1 (Goto). Seja g uma Algebra de Lie semi-simples

sobre um corpo algebricamente fechado e de caracteris-

tica zero, e sejan C g uma subalgebra nilpotente. Entao
dimn < dim b — dim b = w,

onde b é uma subalgebra de Borel e h uma subalgebra

de Cartan.

Proposicdo 14. Seja g uma Algebra de Lie sobre & e &
uma extensdo de . g é solivel seeséseg® = R g é
soluvel.

Demonstracgao: De fato, as algebras derivadas
tanto de g quanto de g;i sdo gerados por colchetes su-
cessivos de elementos de g; as algebras derivadas de g
sdo obtidas por combinagdes lineares com coeficientes
em £ enquanto as de gR por combinagdes lineares com
coeficientes em &. Dai que

(8" = ()™

para todo n > 0.

Proposicdo 15. Seja g uma algebra de Lie e ) C g um
ideal. Suponha que tanto b quanto g/t sejam soluveis.
Entdo g é soluvel.

Ver demonstragdo em (MARTIN, 2010).

Proposicdo 16. Seja g uma Algebra de Lie que néo é
soluvel e v(g) seu radical solivel. Entao g/x(g) € semi-
simples.

Demonstracao: Seja 7 : ¢ — g/t(g) o homo-
morfismo candnico e tome um ideal soltvel i C g/t(g). En-
tdo, 7 (i) é um ideal que contém t(g) e i = 7' (i)/t(g).
Assim, 71 (i) é soluvel e, portanto, esta contido em t(g),
isto € i = 0, entdo g/t(g) & semi-simples.

Estamos preparados para demonstrar o teo-
rema 6.

Demonstracao: (do Teorema 6) Escrevendo a
complexificada g¢ de g como soma direta de duas subal-
gebras nilpotentes, por isomorfismo de g...

g@ _ g1,0 o g0,1

Suponhamos que g ndo é soluvel. Da proposi-
géo 14 teriamos que g* ndo ¢ soldvel. Se v(g*) é o radi-
cal soltvel de g%, a proposigdo 16 garante que a Algebra
de Lie m = g%/t(g%) é semi-simples. Considere n; e n»
as respectivas projecdes de g'° e g*! sobre m. As proje-
¢bes n; e npcontinuam nilpotentes e m = ny @ no. Logo,
pelo lema 1, dimn; < 3 dimm e dimny < 3 dimm. Con-
tradicdo a menos que m = {0}. Portanto, g é soluvel.

Caracterizacdo de g até dimensdo complexa 3

Considerando apenas estruturas complexas in-
tegraveis, iremos caracterizar as Algebras de Lie b nilpo-
tentes, tais que existe g com g. = h. Esta caracterizacao
sera feita separadamente, considerando h de dimensbes
complexas 1,2 e 3.

Se h é Algebra de Lie Complexa 1-dimensional,
entdo h é abeliana.

Proposicao 17. Seja by uma Algebra de Lie nilpotente
2-dimensional, sobre um corpo K. Entdo b é abeliana.

Ferreira, J. A. A.
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Demonstra¢ao: Se dimbh = 2, afirmamos que
dimbh' = 1 ou dimh' = 0. Caso contrario, teriamos
h=bh'. Dai

b” = [b,b'] = [h,h] =b' =,

de modo que h™ = b, para todo n > 1, 0 que ndo é pos-
sivel, ja que b é nilpotente. Um raciocinio analogo mostra
que dim h% = 0.

Suponha dim h' = 1 e seja { X} uma base de b*.
Seja Y € h\b' tal que {X,Y} é uma base de h. Temos
que [X,Y] € b', ja que b' é ideal de h. Tome ¢ € &
tal que [X,Y] = ¢X. Se ¢ # 0, entdo X = %[X,Y]

e [X,Y] = [%[X,Y},Y] € h*> = {0}. Nos resta que

¢=0=[X,Y] =0. Logo, h é abeliana.

Da afirmacdo acima, segue que se b é uma Al-
gebra de Lie Complexa nilpotente 2-dimensional, entao
h = g. € abeliana para g de dimensao real 4.

Proposicdo 18. Seja g uma Algebra de Lie 2-
dimensional. Entdo g é abeliana ou existe uma base
{X,Y}degtalque[X,Y]=Y.

Demonstracido: Seja g uma Algebra de Lie nao
abeliana e tome {X,Y} uma base de g. Temos que
[X,Y] # 0. Seja [X,Y] = Y’ e tome X' € g, tal que
{X',Y'} forme uma base de g. Podemos escrever X’ e
Y’ com relagdo a base {X,Y}. Sejam «, 3,7, em R tais
que X' =aX +3Y eY' =+X + Y. Dai,

(X, Y'] = [aX+8Y,vX +4Y]
= (ay—B)[X,Y]
(ay — BOYY”.

Como g é Algebra de Lie ndo abeliana, temos

(ay — B6) # 0.

Ent&o, podemos definir A = (ay — 86) "' X' e B=Y".

Como
[A,B] = (ay—p6) "X Y]
= (ay—B8)" " (ay—Bo)Y’
Y’ = B,

a base que procuramos é { A, B}.

Teorema 7. Seja g uma Algebra de Lie tridimensio-
nal cuja algebra derivada g € unidimensional. Suponha
g’ C c(g). Entdo existe uma base {X,Y,Z} de g tal que
Y,.Z]=X,[X,Y]=0e[X, Z] =0 ou seja, g é isomorfa
a Algebra de Heinsenberg.

Demonstracao: Sejam {X} e {X, Y1, Z} bases
de g’ e g respectivamente. Como g’ C c(g) e X € ¢’ te-
mos [X, W] = 0 para qualquer W € g, e, em particular
[X,Y1] = 0e [X,Z] = 0.Como [Z,Y:] € ¢, temos que
[Z,Y1] = aX. Se a = 0, teremos [Z,Y1] = 0. E dai para
quaisquer U,V € g vale

[U, V] =[a1 X + a2Y1 + a3Z,b1 X + b1 + b3Z] = 0.

Concluimos que dim(g’) = 0, contradizendo a hipétese.
Logo, a # 0.

Definimos ¥ = 1Yl. Entao, {X,Y,Z} também é
a
umabasedege [X,Y]=0,[X,Z]=0e

v, 7 = 1w, 21 = tax = x.
a a

Lema 2. Se h é uma Algebra de Lie nilpotente 3-
dimensional, entdo b é no maximo 2-passos nilpotente.
Em particular, b é abeliana ou isomorfa a algebra de Hei-
senberg.

Se h = g. é Algebra de Lie Complexa nilpotente
e ndo abeliana 3-dimensional, segue do lema acima que
g. é isomorfa & algebra de Heisenberg. Ainda, g'* e ¢!
sao isomorfas a algebra de Heisenberg. Considere uma
base {X1, X», X3} de g'°, onde X} = Y — iJY%, com
k=1,2,3.

Observacao 6. Considere uma base {X1, X2, X3} de
g™, onde X = Y, —iJY:, comk = 1,2,3. Note que
{Y1,Y>,Y3,JY1, JYs, JY3} € uma base de g.

Como g'° é isomorfa & algebra de Heisenberg
podemos supor, sem perda de generalidade que a base
{X1, Xo, X3} de g, como acima, é tal que

[X1, X2] = X3

é 0 Unico colchete ndo nulo dos elementos desta base.

Assim,
[Y1 —iJY1,Ys —iJYs] = Y3 —iJYs,
dai,
Y, Ya] — i[Y1, JYa] — i[JY1, Ve
+ i3[JY:, JYa)
= Y3 —1iJY3,
entao
[Y1,Y2] — [JY1,JY2] = Y3
[Y1,JY72}+[JY1,Y2] = JY3
Deste modo,
1 1
[Y1+Yo] = 5([V1, Yo] — [J11, JY2]) = S Y3
e

Y1 * JYa] = %m.
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Também, usando o fato de que J? = —I, segue que

1
[JY1 % JY] = —§Y3

Finalmente, de [X1, X3] = [X2, X3] = 0, temos [Y1 —
iJY1,Ys —iJY3] = 0. Entdo,

[Y1,Ys] —i[Y1, JY3] — i[JY1, Y3] +4°[J Y1, JY3] = 0.

Dai que,
[Y1,Y3] — [JY1,JY3] =0

(Y1, JYs] + [JY3,Ys) = 0.

As igualdades acima nos fornecem, por exemplo
1
[Yl * Yg] = 5([Y1,Y3] — [JY&, JY3]) =0.

Analogamente, verifica-se a nulidade dos demais colche-
tes de g..

A discussdo acima nos ajuda a articular o teo-
rema seguinte.

Teorema 8. Seja g é uma Algebra de Lie 6-dimensional
com estrutura complexa J ndo-abeliana. Se J € s-passos
nilpotente, entdo s = 2 e existe

{Z1,22,23,24, Zs, Zs}

base de g, tal que os colchetes ndo nulos de (g, [«|s) sa-
tisfazem

[Zl * ZQ] = [Zg * Z4} = —Z5
[Z1 % Z3| = [ZaxZ2] = —Zs.

Demonstracdao: Se J é s-passos nilpotente,
segue que g. €& s-passos nilpotente. Como g. é 3-
dimensional sobre ¢, temos do lema 2, que g.. é 2-passos
nilpotente. Ainda, J € adaptada a g., logo é integravel. Se-
gue da Definicdo 7 que J é 2-passos nilpotente. Também,
o auto-espago g'° é subalgebra complexa de g%, pois
J é integravel. Se J é estrutura complexa ndo-abeliana,
entdo g. é Algebra de Lie ndo-abeliana. De g'° ~ g.,
segue o isomorfismo entre g''® e a algebra de Heisen-
berg. Segue da discussdo acima que g admite uma base
{Z1,Z2,7Z3,Z4, Zs, Zs }, com colchetes ndo-nulos dados
por:

[Z1%Z2] = |[Zs*Zs)=—1s (4)
[Zl £ Z3] = [Z4 * Z2] = _Z6- (5)

A verificagdo € imediata, basta tomar

Zi=Y1 Zo=Ys Zs = JYs
Zs=JY1 25:%/3 ZG:%.

Abaixo, temos um exemplo que satisfaz tanto as
condigbes do Teorema 8, quanto as do Lema 2.

Exemplo 12. Seja g uma Algebra de Lie e seja
{e1,e2,€e3,€e4,€5,e6} UMa base de g, cujos colchetes sa-
tisfazem

[e1, e2] —es [e1, e3] = —es [e2, €3]

= —€s5 [61,64] = [62,65] = —€g.

A estrutura complexa J, sobre g, tal que
J€1 = —€2 J€4 = —€5 J€3 — —€sg,

€ 2-passos nilpotente. De fato, note que J nao é abeliana,
caso contrario teriamos por exemplo,
—€4 = [61, 63] = [Jel, J€3}

= [—62, —66] =0.

Considerando a base {w, = e; — iJei, w2 =
€4 — iJ€4, w3 = e3 — iJ63} de gl’o, temos:
[’LU1,’LU2] =0
[w1,ws] = —w2
[wz,w;;] =0.
1,0

Em patrticular, a subdigebra de Lie g**° € iso-

morfa a algebra de Heisenberg.

Note que, (§"°)? = span{w:}, (g-°)® = 0, o que
mostra que g*° é 2-passos nilpotente.

Também,
le1 *es]y = %([61,63] — [Je1, Jes))
1
= 5((~ea) = [~e2, —eq])
1
= e

Do mesmo modo, obtivemos os seguintes colchetes

[er x e3]y = 1e
1*e3ly €4
[es x e2]y = fle
6 * €27 €4
e - _=
2k es|s 565
e = ——es.
1*¢€e6|J 265

Podemos estabelecer um isomorfismo ¢ : g. — b, onde
h é dada como em (4). Basta definir ¢(e;) = Z;, para
xS {172,3}, ¢(€4) =275, ¢(65) =27 e¢(66) = Z4.
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Note que

Jler x ez — [Je1 x e3]s

]
[er x Jes]s — J[Je1 = Jes|s
= Jlei*xes]s + [e2 xe3]s + [e1 xes]s
Jlez x esls
= —%J€4—%€5—%65—%J64
= 165 - 165 - 165 + 165
B g 2 2 2

Do mesmo modo, obtemos

Jlez x esly — [Jez * e3]s

— leax Jesls — J[Jea x Jes]s =0
Jle1 x egly — [Jer * egs

— lerxJegls — J[Jer x Jegls =0
Jles * ea]y — [Jeg * e2]s

—  [es * Jealy — J[Jes x Jea]s =0

E da nulidade dos demais colchetes [«];, afirmamos que
J € integravel com relagéo a g.. Com isso, J é 2-passos
nilpotente.

Exemplos em que g, é nilpotente

Comegaremos com uma preparagao para cons-
truir exemplos relacionando as estruturas de (g, [-,-]) e
(g«, [¥]). Para tanto, iniciaremos utilizando o Teorema 8.

Veremos como se comporta o colchete origi-
nal [-,-] para uma dada Algebra de Lie h com base
{Z1, 22,23, Z4, Zs, Zs } € estrutura complexa integravel J
cujo colchete [«]; satisfaz (4). Para isto, escrevemos:

6

JZ; = Zaijzj,lgigAi (6)
j=1
JZ5 = (IZ5 + bZG (7)
JZ¢ = cZs+ dZs, (8)
jaque JZs = —J[Z1 x Za] [JZy % Zs]) € g =

span{Zs, Zs} € do mesmo modo, garantimos que JZs €
span{Zs, Zs}.

A principio, vamos considerar

a1l a1 asir  G41
a12 G2 a3z Q42
@13 a23 Aa33 43
a14 Q24 QA34 (44

ais azs ass 45

SR O O O O
QUL O O O O O

aie a26 Aa36 46

E facil ver que a = —d, ja que J? = —1I. De fato,
—Zs =aJZs+ bJZg

= (a® + bc)Zs + (ab + db) Zs

Entao,

a’?+bc=—1

bla+d)=0
Se b = 0, teriamos a = i. Mas, g é Algebra de Lie real.
Nos resta que a = —d.

Como J é adaptada a g., vale

0 :J[Z1 * Zl}
=la11Z1 + a12Z2 + a13Z3 + a14Z4 + a15Zs
+ a16Z6 * Z1) s
=a12[Z2 * Z1]s + a13[Z2 % Z3] 5
=a12Z5 + a13Ze,
consequentemente a2 = a1z = 0. Temos também
—(aZs +bZs) = —a11Z5 — a14Zs,
isso nos fornece a11 = a, a4 = b. Além disso,
7(CZ5 -+ dZG) =

—a11Z6 + 1425,

consequentemente a1 = d = —a, logo a = d = 0. Tam-
bém, a14 = —c¢, logo b = —c.

Analogamente, obtemos a2; = a2 = a2 =

aszl = a3z = 34 = Q42 = A43 = A44 = 0e —a23 =

asz2 = a41 = C

Assim, obtemos uma melhor representacédo ma-
tricial da estrutura complexa J.

0 0 0 c 0 0
0 0 c 0 0 0
g 0 — 0 0 0 0
—c 0 0 0 0 0
ais azs azs ass 0 ¢
L a6 a2 azs as —c 0 |

Para obter os valores dos demais coeficientes,
usaremos o fato de que J? = —1.

JZ1 = —cZs+ a1575 + a6 Zs =
—Z1 =—c(cZ1 + aasZs + ass Zs) + a1s(—cZs)
+ ai16cZs =
0=(1—-¢c")Z1 + c(—ass + a16)Zs
+ c(—as6 — a15)Zs,

dai ¢ = +1. Fazendo ¢ = 1, por exemplo, temos a16 = a4s

€ a15 = —a46-
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Também,
JZy = —cZs+ axsZs + azeZes =
—Zy = — c(cZ2 + a3sZs5 + asze Zs) + az2s5(—cZs)
+ azecls =
0=(1—c*)Z2+ c(—ass + az) Zs
+ C(—a36 - a25)26,

Dec= 1, temos az¢ = ass € azs = —assg.

Em suma,
JZ1 = —cZy+ a1525 + a16 26
JZy = —cZ3 + azs Zs — az6Zs
JZ3 = cZs + axZs — azsZs
JZy = cZ1 + a16Z5 — a15 26

JZs = —cZg
JZg = cZs.
Fazendo
X1 = Zi
Xo = Zy
Xs = Zy
Xe = Zs
Xs = Zs
Xe = Zs,
construimos novos colchetes
[X1#X3] = [Xax*xX9]
= —-Xse
X1+ X4] = [XoxX3]
= —Xs.

A representacao matricial de J nesta nova base
é dada por

0 c 0 0 0 0
— 0 0 0 0 0
J— 0 0 0 c 0 0
0 0 —c O 0 0
n m q p 0 ¢
| m -n p —q —c 0 ]

Podemos assumir ¢ = —1, pois caso ¢ = 1 pode-
mos trocar X; — —X;, onde (i = 2,4,6),m — —m,p >
—p. Reobteremos a matriz invertendo o sinal de ¢, sem
afetar os colchetes.

Assim,
[0 -1 0 0 0 0 ]
1 0o 0 0 O
0 0 —-1 0 O
J =
0 0 1 0 0
n m qg p 0 -1
L m -n p —q 1 0 ]

Em particular, fazendo m = n = p = ¢ = 0,
temos que
Zy =Y
JXy = -X3JX5 = X5

JXo = —-X1JX3 = X4
JXe¢ = —X5

Como

—X5:[X1 *Xg}J: ([Xl,Xg]—[JXhJX?,])

1
2
= %([leXs] — [X2, X4]),
temos que
[X1, X3] = [X2, X4] — 2X5.
Também,

~Xo = [X1# Xl = (X1, Xa] = [7X1, T X))

- %([Xl,x4] + [ X2, X3)),

temos que
[X1, X4] = —[ X2, X3] — 2X6.
De
0=[X1 % Xs]y = %([Xl,Xg,] ~[JX1, JX5))
= %([Xth)] — [X2, Xe]),
temos que

[X1, X5] = [X2, X6].

E, da nulidade dos colchetes [ X1 * X5, [ X5 * X5]7, [ X5 *
Xs)J, obtemos as respectivas igualdades

X1, Xs] = [Xa, X4] — 2X5

[

[X1, X4] = —[X2, X3] — 2X6
[X1, X5] = [X2, X6]

[X1, X6] = —[X2, X5]

[Xs, Xs5] = [X4, Xe]

[Xs, X6] = —[X4, X5].

Exemplo 13. Seja g um espago vetorial real 6-
dimensional e {Z1,Z2,Zs3,Z4,Zs, Zs¢} uma base fixada
de g. Entdo (g, [, -]) é uma Algebra de Lie se os colchetes
n&o nulos sdo dados por

[Z1, Z2) = Zn, [Z2, Z4) = 275, [Za, Z3] = —2Zs.
E o endomorfismo J : ¢ —s g dado por
JZy = 2o, JZ3 = Za, JZs5 = Zg
€ uma estrutura complexa sobre g.
Temos g*> = span{Zi,Zs,Z¢}, € observando
que [Zs,[Z1, Z2)) = —Z1, temos que Z, € ¢°, analoga-
mente Z, € g*, para todo k > 3, mostrando que (g, |-,])

ndo pode ser nilpotente. Porém, os colchetes ndo nulos
de (g, [+] ;) sdo

Ferreira, J. A. A.
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[Zl*Z;g]j: [Z4*Zg}j:—Z5e
[Zl *Z4}’ = [ZQ *Zg}*: —Ze.

Como se verifica no Teorema 8, (g, [«] ;) € 2-passos nil-
potente.

Observamos que a Algebra de Lie do exem-
plo 12 é nilpotente, entdo ndo é isomorfa a algebra de
Lie do exemplo 13. Mas ainda assim, podemos ver que

(Q, [*]J) = (g> [*]j)

Exemplo 14. Sejam g uma Algebra de Lie com colche-
tes ndo nulos dados por

[627 64] = 2e5 € [627 63} = —2es.

Considere a estrutura complexa J : g — ¢
dada por

J€1 = —€2 J€4 = —€5 J€3 = —€g.

Note que mesmo definindo a estrutura complexa
do exemplo 12, as Algebras de Lie ndo sdo isomorfas,
pois no exemplo 12, a dlgebra era 4-passos nilpotentes e
agora a Algebra de Lie é claramente 2-passos nilpotente.

CONSIDERACOES FINAIS

Introduzimos os principais conceitos da teoria
das Algebras de Lie, o conceito e as propriedades de es-
truturas complexas sobre uma Algebra de Lie real e vimos
que no caso de uma estrutura complexa integravel J so-
bre uma Algebra de Lie real g, os auto-espagos g'° e g>!
associados aos autovalores i e —i, respectivamente, sao
subélgebras complexas de g%, onde g = ¢ ® g.

Também, consideramos estruturas complexas
integraveis J sobre Algebras de Lie (g, [-,-]) e definimos
um novo colchete de Lie [«]; sobre g dado por:

[$ls:gxg—g

(X,Y) — %([XJ/] _ X, JY]).

Neste caso, denotamos a Algebra de Lie obtida
por g.. A vantagem desse novo colchete é que J é adap-
tada a ele, de modo que g. passa a ser uma Algebra de
Lie Complexa. Vimos que a Algebra de Lie g. & isomorfa
tanto a g''° quanto a g%*.

Munidos do colchete [«];, vimos que dada uma
Algebra de Lie g, tal que g°(ou equivalentemente g%') é
uma subalgebra nilpotente de g%, entdo g é uma Algebra

de Lie soluvel. Para demonstrar este resultado, nos ba-
seamos no Lema 1 devido a Goto para Algebras de Lie
semi-simples sobre corpos algebricamente fechados e de
caracteristica zero.

Além disso, caracterizamos as Algebras de Lie
soluveis 6-dimensionais que admitem estruturas comple-
xas ndo abelianas. Vimos que se g é uma Algebra de Lie
6-dimensional e J é uma estrutura complexa integravel s-
passos nhilpotente (neste caso, equivale a g.. ser s-passos
nilpotente) entdo, J é 2-passos nilpotente e existe uma
base {Zi, ..., Zs} de g tal que os colchetes ndo nulos de
(g, [¥]).; séo dados por

[Zl * Zz} = [Zg * Z4} =—Zs5€
[Zl * Z‘;} = [Z4 * ZQ] = 7ZG.

De acordo com este resultado, Edson Licurgo
e Luiz San Martin verificaram o comportamento dos ele-
mentos da base {Z1, ..., Zs} de g para os colchetes nao
nulos de (g,[-,:]) (LICURGO S. E. C.; MARTIN, 2011).
Neste sentido, no presente trabalho, construimos detalha-
damente estes resultados.

Considerando o comportamento desta base,
com respeito ao colchete de Lie original, foram construi-
dos exemplos de Algebras de Lie g de dimensdo 6 com
estrutura complexa satisfazendo as condigées dos teore-
mas 6 e 8.
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