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RESUMO

Neste trabalho, fizemos um estudo das curvas cubicas, dando
énfase as curvas elipticas, mostramos os principais critérios que
as caracterizam, definimos o conjunto dos pontos racionais em
curvas elipticas e como encontrar, geometricamente, a soma de
dois pontos pertencentes a este conjunto e mostramos que esta
estrutura constitui um grupo abeliano utilizando o Teorema de
Mordell.

Palavras-chave: Soma de pontos. Pontos Racionais. Curvas
Elipticas. Grupo Abeliano.

ABSTRACT

In this work, we study of cubic curves, emphasizing elliptical
curves, showing the main criteria that characterize them, defin-
ing the set of rational points in elliptic curves and how to find,
geometrically, the sum of two points belonging to this set and
we show that this structure constitutes an abelian group using
Mordell’s theorem.

Keywords: Sum of points, Rational points, Eliptic curves, Abelian
group.
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INTRODUCAO

Umas das principais influéncias histéricas das
curvas elipticas esta no ultimo Teorema de Fermat.

A histéria do Ultimo Teorema de Fermat esta li-
gada profundamente a histéria da matematica, to-
cando em todos os temas da teoria dos nimeros.
Ela proporciona uma visdo Unica do que impul-
siona a matematica e, talvez ainda mais impor-
tante, o que inspira diversos matematicos. O ul-
timo Teorema é o coragdo de uma saga de cora-
gem, fraudes, astlcia e tragédia, envolvendo to-
dos os grandes heréis da matematica (SINGH,
2008).

Em meados de 1635, o francés Pierre de Fer-
mat (1601-1665), ao se debrucgar sobre as anotagdes de
Diofante, matematico contemporéneo da era helenista, a
respeito da Aritmética, viu nas péaginas as ternas de Pi-
tagoras e a até entdo famoso Teorema A% + B? = C?,
em que A e B representam os catetos de um triangulo re-
tangulo. Fermat, de maneira perspicaz, generalizou essa
equagao, transformando-a em A™ + B™ = C" e disse em
uma anotacéo, nas bordas do livro Aritmética que: “Nao
existe uma solugdo nao trivial de trés numeros inteiros A,
B e C que satisfaga tal equagédo, paran > 2” (BRUNO,
2014, p. 6), em que nao trivial significa que A, B e C nao
podem ser admitidos para valores iguais a zero, porém,
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nao havia demostragédo alguma a respeito dessa conjec-
tura proposta pelo matematico.

Apesar de parecer uma afirmagao simples, origi-
nada de um teorema muito conhecido ja naquela época
(Teorema de Pitagoras), para se chegar a solugdo desse
problema foi necessario trabalhos de diversos matemati-
cos renomados com abordagens em varias areas, como
teoria dos numeros, formas modulares e curvas elipticas,
dentro de um periodo, de aproximadamente, trés sécu-
los e meio, sendo o Ultimo assunto o foco deste trabalho
(GOUVEA, 1995).

Nos anos seguintes que foram publicadas as
anotagdes de Fermat, publicagdes estas feitas postuma-
mente por seu filho Clément-Samuel, outros matematicos
contemporaneos a Fermat ou que vieram depois de sua
morte se interessaram pela conjectura, dentre eles, pode-
mos citar, Leonard Euler (1707-1783), que teve grandes
contribui¢cdes no calculo diferencial e infinitesimal. Euler,
examinando a equagdo para 0s casos em que n = 3 €
n = 4, percebeu que, para esses casos, a conjectura de
Fermat é valida (GOUVEA, 1995).

Em meados do século XIX, o matematico Ernest
Kummer (1810-1893) se contrapds ao método proposto
pelos franceses, Gabriel Lamé (1795-1870) e Augustin
Louis Cauchy (1789-1857). Eles anunciaram uma possi-
vel resolugdo geral para a até entdo conjectura de Fermat,
usando uma propriedade chamada de fatoracao Unica,
sendo esse um dos critérios para o Teorema Fundamen-
tal da Aritmética, nos afirma que: V a > 2,a € N, a pode
ser expresso como o produto de nimeros primos. A de-
mostragdo dos matematicos franceses envolvia o uso de
ndmeros imaginarios pertencentes ao conjunto do nime-
ros complexos C e ai que Kummer foi incisivo ao afirmar
que tal demostragéo era inviavel, pois a fatoragao Unica
s6 é valida para numeros pertencentes aos N (SOUZA,
2010).

As contribuicées de Kummer ndo se resumiram
em apenas comprovar a invalidade do método proposto
por Lamé e Cauchy, Kummer teve exito em provar que
para uma gama de nameros primos a conjectura de Fer-
mat era valida’, com essa demonstracdo Kummer conse-
guiu achar valores que corroboraram para a conjectura
até para n < 100, apesar dos esforcos, ainda estava
muito distante de se chegar a um resultado geral que con-
templasse para todos os valores de n € Z as suposigées
de Fermat, a partir da década de 40, com o avango dos
computadores e 0 aumento da capacidade de processa-
mento foi possivel por meio de céalculos apurados achar
valores de expoentes maiores, no inicio da década de 90
era possivel averiguar a validade do teorema para valores

de n até 4.000.000 (GOUVEA, 1995).

Porém, utilizando apenas métodos numéricos
avancados a resolugdo do problema nunca teria sucesso,
por mais que fossem achados valores de expoentes cada
vez maiores, a menos que fosse apontado uma proposta
geral, a conjectura ndo podia ser provada. Percebendo
que por métodos numéricos era impossivel chegar a uma
solugdo, os matematicos que se propuseram a solucio-
nar a conjectura, passaram a utilizar outras estrategias
para resolugao, perceberam que caso fosse possivel ligar
a conjectura de Fermat com alguma outra area da mate-
matica conceitualmente bem explorada, se tornaria viavel
uma melhor andlise sobre a problematica (SINGH, 2008),

Com o avango do estudo das curvas elipticas, os
matematicos Yutaka Taniyama (1927-1958) e Goro Shi-
mura (1930-1977), conjecturaram que “toda curva eliptica
pode ser parametrizada em uma forma modular”. Anos
mais tarde, a ligacao necessaria entre as curvas elipticas
e o Teorema de Fermat foi desenvolvida pelo matematico
Gehard Frey (1944-), que conseguiu, por meio de artifi-
cios algébricos, incorporar a equagado com expoentes n
de Fermat A™ + B™ = C™ na equagao de uma curva elip-
tica na forma reduzida, denotada por y? = z*+axz?+bx+c.
Com a manipulagdo desenvolvida por Frey, a equagao
que faz a ponte entre ambos os assuntos ficou na forma
y? = 23 4+ (A™ — B™)z? — A"B™, sendo esse polinémio a
representacdo de uma possivel curva eliptica. Com esta
equagao em maos, Frey teve uma uma brilhante argumen-
tagdo que possibilitou que a conjectura de Fermat ficasse
a um passo de ser concluida, argumentando que, se a
conjectura de Taniyama-Shimura estivesse correta, a sua
equagdo ndo poderia existir, pois a mesma nao apresen-
tara uma forma modular. Logo, néo existiria solugdes ra-
cionais para A, B e C e a conjectura de Fermat definitiva-
mente poderia ser chamada de Teorema (SOUZA, 2010).

Com esse argumento, restou ao matematico bri-
tanico Andrew Wiles (1975-1979) verificar a veracidade
da conjectura de Taniyama-Shimura. Wiles dedicou apro-
ximadamente sete seguidos anos da sua vida para provar
essa hipétese e, em 1993, conseguiu tal faganha e citou,
“Esta odisseia particular agora acabou. Minha mente
pode repousar’ (SINGH, 2008).

Como foi visto, as curvas elipticas tem desem-
penhado um papel de suma importancia na matema-
tica e como estdo inclusas no conjunto de curvas cu-
bicas, neste trabalho sera explorado as curvas cubicas
caracterizando-as de acordo com a singularidade, mos-
traremos alguns exemplos de como essas singularidades
se comportam graficamente. Nas primeiras se¢oes foi
apresentado conceitos fundamentais para que se possa
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compreender as curvas algébricas racionais, com a abor-
dagem em espagos projetivos, pontos e retas racionais.

Daremos énfase a uma forma reduzida de curva
cubica chamada forma de Weiertrass, mostraremos um
algoritmo que nos dara o conjunto de pontos racionais de
uma curva eliptica e que o conjunto desses pontos for-
mara um grupo abeliano, como matematico L. Mordell
(1888-1972) havia provado.

CURVAS RACIONAIS

Nesta segdo, daremos inicio ao estudo de cur-
vas racionais no plano, mais especificamente, das retas e
das cbnicas, com o propésito de dar subsidios a respeito
das curvas cubicas racionais.

Definicao 1. Uma curva algébrica plana em K é um con-
Junto de pontos do plano dado por

C(K) = {(z,y) €K’ : f(x,y) = 0}, (1)

em que f(z,y) é uma fungdo e K é um corpo.

E usual considerar K como sendo o conjunto
dos complexos e f como sendo um polindbmio, uma vez
que o Teorema Fundamental da Algebra assegura que
existem n raizes para equagdes polinomiais de graun > 1
(LOBO et al., 2017).

Neste artigo, o corpo utilizado é o conjunto dos
ndmeros racionais (Q = K) e a fungéo f € polinomial de
grau n < 3. O grau do polindmio f(z,y) definird a classe
que a curva Cy é representada> Se n = 1, uma reta, se
n = 2, uma conica e se n = 3, uma cubica.

RETAS RACIONAIS

Inicialmente, faremos algumas consideragbes
para conjuntos de pontos cujas coordenadas sao racio-
nais em cuvas Cy e algumas propriedades.

Definicao 2. Dizemos que um ponto do plano é racional
se suas coordenadas sdo racionais.

Definicao 3. Seja ax + by + ¢ = 0, a equagao de uma
reta Ry. Dizemos que Ry é racional se a, b e c € Q.

Inicialmente, mostraremos que a reta que con-
tém dois pontos racionais nao coincidentes é racional.

Proposicao 1. Se (xz1,y1) e (z2,y2) Sdo pontos racio-
nais, com x1 # x2, entdo a reta que passa por esses
pontos é racional.

Demonstra¢ao: Seja y = mx + n, com m # 0,
a equacgéao da reta que passa por (z1,y1) € (z2,y2), com

X1 7é xX2.

Os coeficientes angular m e linear n séo entao
determinados por:

m EE i A @)
T2 — X1
n = T2Y1 — T1Y2 (3)
To — X1

que, claramente, sao racionais.

Observe que se Ry é racional, nem todo ponto
de Ry éracional. De fato,aequagdo Ry : z+y—1=10
é de de uma reta racional e o ponto (v/2, —v2 + 1) € Ry.

O resultado a seguir mostra que a intersegéo de
duas retas racionais € um ponto racional.

Proposicao 2. A intersecao entre duas retas racionais
€ um ponto racional.

Demonstracdo: Sejam Ry e R, retas racionais
de equacgdes dadas, respectivamente, por y = ax + b e
y = cx + d. Se P(z,y) é a intersegdo entre essas duas
retas, temos:
—axr+y = b
—cr+vy =

Pela regra de Crammer, temos que:

b—d
r =

c—a

d—a c¢c—b
y =

c—a c—a’

e assim, o ponto P(z,y) € Q.

Proposicao 3. Seja R; uma reta racional. Se R, é pa-
ralela a Ry, entdo ela é racional.

Demonstracao: Considere uma reta racional r,
de equagdo y = ax + b,a # 0. Se s é paralela a r e ndo
coincidente, temos que sua equagéo é y = ax + ¢, b # c.
Sendo S(zs,ys) um ponto racional pertencente a reta s,
temos que ys = azxs + ¢ ou, ainda, ¢ = ys — axs, CON-
cluindo que c é racional.

CONICAS RACIONAIS

Com os resultados até aqui estabelecidos sobre
retas racionais, vamos estender o mesmo conceito para
as conicas racionais, apresentando, previamente, alguns
conceitos e resultados.

Definicao 4. As cdnicas racionais sdo curvas que apre-
sentam equagdes dadas por polinémios de duas variaveis
reais de grau dois:

Az? + Bry+ Cy?* + Dz + Ey+ F =0, (4)

sendo A,B,C,D,E e F € Q, com pelo menos um dos
coeficientes A, B ou C diferentes de zero.
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De forma andloga as retas racionais, temos que
uma curva cdnica racional nao é formada apenas de pon-
tos racionais. Para mostrarmos isso, apresentaremos trés
resultados que auxiliardo a demonstragéo.

Lema 1. (Gauss) Um polinémio em Z de grau n > 1
é irredutivel em Z se, e somente se, os coeficientes sao
primos entre si e irredutivel em Q.

Coroldrio 1. Seja f € Z de graun > 1. Se ndo é pos-
sivel decompor f como um produto de polinbmios ambos
degraun > 1 emZ, entdo f é irredutivel em Q.

As demonstragées do Lema 1 e do Corolario
1 podem ser encontradas, respectivamente, em (BIAZZI,
2014, p. 43) e (CRUZ, 2013, p. 32).

Para provarmos que f nao pode ser escrito
como produto de polinbmios de grau n > 1, podemos
usar o critério de Eisenstein:

Proposicao 4 (Critério de Eisenstein). Seja,
f(@)=anz" + -+ a1z +ao (5)

um polinémio de coeficientes inteiros. Se existe um inteiro
primo p tal que

1. pla;, parai =0,1,...,n —1;
2. ptan;

3. p* { ao,

entéo f nao pode ser escrito como produto de polinémios
em Z de grau maior ou igual a 1. Em particular, f € irre-
dutivel sobre Q (COELHO, 2019).

Agora, considere a curva de equagao
2?4y =3, (6)

que representa uma circunferéncia de raio /3. Uma ex-
pressdo mais abrangente para a cénica de equagéo (6) é
dada por

2 +y? = 37, (7)

isso para situagdes nao triviais com z,y, u € Z.

Para que se tenham valores inteiros que satis-
fagam (7), e y devem ser divisiveis por 3. Por reducdo
ao absurdo, suponha que 3 seja divisor comum de z e
y. Sendo assim, temos que 3|z e 3|y, concluindo que
9(z*+y?) = 9|3u? = 3|u. Isso mostra que 3 é um divisor
comum de z, y € u. Porém, essa afirmagao nao procede,
uma vez que a equacgao esta na sua forma irredutivel, po-
demos afirmar que z, y e v sdo primos entre si. Logo, o

Unico divisor comum sera 1. Por isso, no conjunto Z, 3
nao podera ser solucdo da equagéo (7) e, pelo Corolario
1, polinémios irredutiveis em Z sé&o irredutiveis em Q e,
assim, ndo havera solugéo pertencente aos conjunto dos
racionais.

Concluimos, assim, que nem todo ponto de uma
curva racional é racional.

Um resultado importante sobre retas racionais
secantes a uma cOnica racional é dado pela proposicdo a
sequir:

Proposicado 5. A intersegdo entre retas racionais e coni-
cas racionais que tenham um ponto previamente definido
como racional, tem um segundo ponto de interse¢do tam-
bém racional.

Demonstra¢ao: Considere uma reta racional R
secante a uma cénica racional G de equagbes dadas,
respectivamente, por: yt = —sz — v, comt # 0, e
Az? + Bxy + Cy?* + Dz + Ey + F = 0.

Isolado-se y na equacgéo de R e substituindo-se
na equacao de G, obteremos os coeficientes:

Bs = (Cs?
b= A-
2Csv  Bwv Es
o = ——+D—-—
v v
= = F
P t+ 2 + F,

que claramente sao racionais.

Assim, temos a equacédo que determina a inter-
secao entre a conica e a reta pode ser escrita como:

pr +ox 4+ =0.

Como estamos supondo que a reta é secante a
cOnica, temos que ¢ # 0 e suas raizes sao dadas por:

—0 + \/Z

X1 = _—
2¢

—o—VA

i) = _—
2

emque A = o2 — 4pyp € Q.

Como, por hipétese, um dos pontos é racional,
digamos que seja z1, temos que A é um quadrado per-
feito e x-» é racional. Segue que y2 = —%3}2 —% é também
racional.
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CUBICAS RACIONAIS

O contelddo a respeito das curvas cubicas e
mais especificamente, as elipticas, podem ser vistos em
(SOUZA, 2012) e (de Souza, 2013).

E natural pensar em estender o tratamento do
conjunto de pontos racionais em retas e conicas a curvas
expressas por polinémios de graus ainda maiores. Entre-
tanto, nos limitaremos ao estudo de uma classe especi-
fica de curvas cubicas, que foram tratadas pelo alemao
Karl Weierstrass (1815-1897) ao transformar uma equa-
cao cubica homogénea de grau 3, representada por;

az® + by + c2® + da?y
+  ex’z+ fylr + gyiz (8)
+ h2lz+i2ly+ jayz =0

na equacao
v =a +az® + bz +c 9)

utilizando o espaco projetivo.

E possivel encontrar o conjunto de pontos ra-
cionais sobre a curva C(Q), representada pela equa-
¢ao de Weierstrass (9) pois a forma geral (8) e a redu-
zida (9) apresentam uma correspondéncia bijetora (ver
(TAVARES, 2011, p. 22)).

Nas proximas segoes, daremos foco ao estudo
da geometria projetiva. Veremos que as curvas cubicas
podem ser definidas como redutiveis e irredutiveis e, nas
curvas cubicas irredutiveis podem ser dotadas de pontos
singulares ou serem suaves em toda sua extenséo, sendo
essa Ultima categorizada como curvas elipticas.

INTERSECAO DE CURVAS NO ESPACO PRO-
JETIVO

Seja 7 ¢ R® um plano afim (plano que n&o con-
tém a origem €, por isso, um ponto arbitrario deste plano
possui pelo menos uma coordenada diferente de zero)
paralelo ao plano Oy e observe, na Figura 1, que para
cada P’ ¢ , existe um ponto P € r resultante da inter-
secdo da reta que passa por P’ e por O. Dessa forma,
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
de pontos do plano 7 € o conjunto das retas que passam
por P’ e por O.

Denotaremos as coordenadas da projecéo de
P'(z,y,z)emmpor P(z:y:z),umavezque (z:y:z2) =
(z1 : y1 : z1) se, e somente se, (z,y,2) = A(z1,y1,21),
A #£0.

De forma anédloga, dada uma reta v C «, temos
que para cada ponto P ¢ v, existe uma reta em R? que
passa por P e por O.

Figura 1 — Representagéo do plano = com um ponto P.

-
/ y
Fonte: Elaborada pelo autor

Podemos, assim, associar o espago projetivo
real de dimensédo n, com o espago euclidiano de dimen-
saon + 1.

Definicdo 5. O espago projetivo de dimensdo n € R
(PR™) é o conjunto das retas no espago euclidiano de di-
menséon+1 (R"™), que passam pela origem, excluindo-
se o ponto que representa a origem.

Assim, por exemplo, PR? é o conjunto dos pon-
tos do R*\ {(0,0,0)} tais que (z,y, 2) = (a,b,c)t,t € R.

O conjunto dos pontos projetivos pode ser visto
em duas classes, aquela em os pontos estdo contidos
nos planos z # 0 e aquela que possuem representacao
no plano projetivo, uma vez que £.%.1), ou seja, 0
plano 7 : z = 1 & um representantez de todo ponto proje-
tivo e os que estdo no plano z = 0.

Figura 2 — Representagao de pontos no plano .

7

Fonte: (TAVARES, 2011)

X

Observarmos, na Figura 2, que a medida que
atribuirmos as coordenadas projetivas valores cada vez
menores de z, a reta intercepta pontos cada vez mais dis-
tantes da origem, ao atribuirmos z = 0, a reta que se
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conecta a P’ ndo possui representante no plano «, e as-
sim dizemos que este ponto esta no infinito e P(x : y : 0)
é chamado de ponto ideal ou ponto no infinito.

Consideremos, agora, um polinémio homogé-
neo F (aquele que possui 0s seus mondmios com mesmo
grau) de graus menores ou iguais a 3, representados por
F(x,y, %), onde a equagdo F(z,y, z) = 0 representa uma
superficie em R® que sera representada no plano proje-
tivo de equagéo z = 1.

A condicdo de homogeneidade nos trara
F(\x, My, \z) = M F(z1,y1,21) (VAINSENCHER, 1996),
sendo d > 1 o grau do polinémio F. Isso que dizer que
ao homogeneizarmos um polindmio, estamos inserindo
uma nova variavel com a intencdo de que os monoémios
tenham graus iguais. No caso dos polindmios de duas
variaveis e de grau n, superficies em R*, ao o homoge-
neizarmos, a medida que estabelecemos valores a nova
variavel, o que estamos encontrando séo interse¢des en-
tre o plano e a superficie, curvas planas projetivas, e as-
sim, a condigdo de homogeneidade mostra que a medida
que interceptamos planos, as curvas resultantes dessas
intersecdes serdo proporcionais entre si.

Para determinarmos curvas no espago projetivo
€ necessario colocarmos o polindmio na forma homogé-
nea, processo chamado homogeneizagao. Assim, ao ho-
mogeneizarmos a reta g : ax + by + ¢ = 0, obtemos
G : ax + by + cz = 0, contendo os mesmos pontos da
curva g paraz = 1.

Um importante resultado (Corolario 2) sobre
o numero de intersegcdes de duas curvas projetivas é
uma consequéncia do Teorema 1 (ver (DOS SANTOS;
DE CARVALHO, 2007, p. 267)).

Teorema 1 (Teorema de Bezout (1730-1783)). Duas cur-
vas algébricas planas Cy e Cy, sem componentes irredu-
tiveis em comum e com graus m e n, respectivamente, se
intersectam emt pontos, sendo 0 < t < mn.

Coroldrio 2. Se as curvas Cy e C, sdo projetivas, en-
tdo o numero de intersegbes é dada pelo produto mn, ou
seja, leva-se em consideragdo suas multiplicidades.

Uma prova do Corolario 2 pode ser encontrada
em (TAVARES, 2011, p. 66).

Se tomarmos por exemplo uma parabola de
equacdo f : y = 2> e uma reta qualquer, esta intercep-
tara a conica em exatamente dois pontos (ver Figura 3),
inclusive se esta reta é horizontal e tangente ao grafico
de f araiz terda multiplicidade 2. Observe que a raiz de f
€ também raiz de f'.

Observemos, na parédbola f : y = =2, que a reta
de equagdo x = 0 a intercepta somente na origem. Na
geometria projetiva esta reta possui o segundo ponto de
interse¢do com a cénica no infinito.

Figura 3 — Intersegdes entre retas e a parabola.

»

Vs
V2
V4
o & >

Fonte: Elaborada pelo autor

Se homogeneizarmos o polinbmio f, obtemos
F : yz — 2% = 0, os pontos que aparecem no infinito
sao aqueles os quais z = 0, logo o ponto no infinito (ou
ideal) da conica projetiva serd o ponto (0 : 1 : 0).

Figura 4 — Segundo ponto da parabola.

Fonte: (GONCALVES, 2013)

Na Figura 4 € mostrada a segunda raiz de uma
parabola na geometria projetiva.

CURVAS ELIPTICAS

As curvas cubicas de Weirstrass (10) sdo encon-
tradas através de uma série de passos algébricos e trans-
formacgdes projetivas partindo do polindmio homogéneo

F(X,Y,Z)= aX®+bY®+4cZ% +dX?Y
+ eX?Z+ fY?’X +gY?Z
+ RZ2X +iZ%Y +jXYZ =0,
para obter a equagao

v =z"+azr® + bz +c (10)
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(de Souza, 2013) e (VIEZZER, 2000).

As equagoes de Weirstrass (10) podem ser clas-
sificadas de acordo com a presenca de singularidades
(cuspide ou nd). Se para cada ponto dessa curva houver
uma reta tangente associada, € correto afirmar que ela
ndo possui pontos singulares (curva lisa, suave, regular
ou nao singular), caso contrario, dizemos que a curva é
singular.

Um critério utilizado para determinar se a curva
€ singular é feito da seguinte forma: fazemos f(z,y) =
z3 + ax® + bx + ¢ — y? e verificamos a existéncia de pon-
tos da curva que anulem as derivadas parciais de f, ou
seja, (xo,yo) € ponto singular da curva se

g%(l‘oyyo) = %(%790) =0.

Outra forma, é utilizando o discriminante:
A=a(r — 7"2)2(7“1 — r3)2(7"2 — 7"3)2,

em que ri,r2 € r3 S0 as raizes do polindbmio g(z) =
z3 +az® + bz + c e classificamos a curva em n&o-singular,
se A #0.

Se as raizes de g(x) sdo todas distintas, a curva
€ nao-singular. Nos outros casos que apresentam raizes
iguais, teremos A = 0. Ocorrendo apenas duas raizes
iguais, teremos que a curva apresentard um ponto singu-
lar em forma de no (ver Figura 5) e, com trés raizes iguais,
a singularidade sera representada em forma de uma cus-
pide (ver Figura 6) (GOUVEA, 1995).

Figura 5 — Curva cubica y* = z°.

Y

1/

1N

Fonte: Elaborada pelo autor

As derivadas parciais das equagdes das curvas,
representadas nas figuras 7 e 8, sdo diferentes de zero
e suas raizes sao distintas. Por isso, temos que os dis-
criminantes dos polinémios que as representam também
sdo diferentes de zero. As equagdes das curvas na forma

de Weierstrass nao singulares, sdo denominadas curvas
elipticas.

Figura 6 — Curva cubica v/2y* = 2> + z2.
Y

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 7 — Curva eliptica 3> = z° — z.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 8 — Curva eliptica 3> = 2° — z.

Y

1/

1N

Fonte: Elaborada pelo autor

A ESTRUTURA DE GRUPO ABELIANO DO
CONJUNTO DE PONTOS RACIONAIS EM CUR-
VAS ELIPTICAS RACIONAIS

A respeito desta secao, temos como referéncias
(SOUZA, 2012), (VIEZZER, 2000) e (CARNEIRO; de Al-
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meida, 2015) como textos base.

Considere uma curva eliptica racional C' C R?,
ou seja,
2 3 2
y =1z +ax” + b +c, (11)

coma,bece Q,A#0e seja F ahomogeneizagido da
equagdo (11) dada por:

F:zy® =% + aza® 4+ b2z + 2P, (12)

Claramente, se tomarmos o plano projetivo z =
0, a projecao de um ponto da cubica se dara no infinito.
Denotaremos esse ponto por O. Sendo ele um ponto ra-
cional (VIEZZER, 2000), toda reta perpendicular ao eixo
x intercepta C no ponto O.

Com as afirmag6es citadas nos dois paragrafos
anteriores, podemos adicionar pontos racionais em uma
curva eliptica, mesmo néo se tratando de uma operagéo
convencional. Mais adiante, veremos que essa estrutura
€ a de um grupo abeliano, como o matematico francés
Louis Mordell (1906-1998) provou.

Uma fato interessante sobre esse subconjunto
de pontos racionais, € que ele € finito (ver (NUNES,
2015)), ou seja todos os pontos racionais sobre uma
curva eliptica podem ser obtidos a partir desse subcon-
junto, porém nosso trabalho se restringira a demonstrar
que a estrutura de grupo desse subconjunto é abeliana .

Se tomarmos dois pontos P e @ racionais sobre
a curva eliptica e tragarmos uma reta T contendo esses
pontos (ver Figura 9), como foi provado, a reta T tera co-
eficientes racionais e, pelo Teorema de Bezout, havera
um terceiro ponto de intersecdo também racional. Mesmo
que a reta T tangencie a curva eliptica, o Teorema de Be-
zout ndo é contrariado, pois o ponto P terd multiplicidade
2 em P e interceptard a cubica em um novo ponto PP.

Para encontrarmos a soma de dois pontos ra-
cionais sobre uma curva eliptica, consideremos dois pon-
tos P(z1,y1) € Q(z2, y2) racionais. Em seguida, tragcamos
uma reta ¢ contendo os pontos P e @ (claramente racio-
nal) que interceptara a curva em P x Q(zxs,y3). Haja vista
que toda reta vertical contém o ponto no infinito O, esta
reta vertical que passa por P * (Q interceptara a curva
P & Q (ver Figura 9), sendo este o resultado da soma de
Peq.

Observemos que o ponto P & @ é simétrico ao
ponto Px(@Q em relagéo ao eixo x. Com isso, o0 ponto P&Q
sera definido pelo par ordenado (z3, —ys3).

De forma algébrica, dados dois pontos racionais
(z1,y1) e (z2,y2), contidos na reta ¢, temos que a equa-
cdoque adefine éy = az+d, paraa = (y2—y1)/(z2—z1),
e intercepta a curva eliptica > = 2* + az? + bz + ¢, com
a, b e c € Q. O ponto de intersegéo entre a reta e a curva
eliptica é raiz da equacéo:

2 + (—a® + a)z® 4+ (—2axd + b)x 4 (—d* +¢) = 0.

Figura 9 — Representagéo do ponto P & Q.

PxQ Z

5

P®Q \
t

Fonte: Elaborada pelo autor

Utilizando as relagbes de Girard, a relagdo entre
0s pontos de interse¢do e os coeficientes do polindmio
que representa a curva eliptica é dada por:

1+ z2 + 13 = —(—° +a).
Logo, o terceiro ponto é:
T3 = (a2—a)—m1 — Zo.

Segue que,
Y3 =az3z+d

e oponto P & Q(z3, —y3).

Se uma reta tangencia a curva eliptica em um
ponto P, temos que =1 = x2 € y1 = y2. Devemos adotar
um novo passo algébrico para encontrar o ponto P x P e,
consequentemente, a resultante da soma de pontos. Para
isso, devemos derivar implicitamente a equagao reduzida
de Weierstrass y* = g(z), para g(z) = 2> + az® + bz + ¢,
para encontrar o coeficiente angular da reta tangente, ou
seja,

y/ _ g/(z)
2y

' Um grupo abeliano é constituido das propriedades de comutatividade, associatividade, a presenga de um elemento neutro e admite

um elemento simétrico
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Com o = 3/, temos que a relagéo entre as rai-
zes do polindbmio e seus coeficientes é

1+ 22+ 23 =—(a— y'2).

Como x1 = x2, temos 23 = (v —a) —2x1 € y3s = ¥ 23 +d
e, com P x P determinado, temos que as coordenadas da
soma de pontos (z3, —y3).

Como o conjunto C(Q) U {O} munido da ope-
racdo @ que associa dois elementos desse conjunto a
outro pertencente a ele mesmo, e esta operagéo satis-
faz as condi¢des de associatividade, elemento inverso e
elemento neutro, temos entdo um grupo. Além disso, ve-
remos que esta operagdo € comutativa e a estrutura é
entdo de um grupo abeliano.

A respeito da comutatividade, podemos perce-
ber, na Figura 9, que a reta que passa por P e Q é dada
por PQ que sera congruente a reta QP, por isso a opera-
cao interna do conjunto P& Q = Q & P é valida.

Se tracarmos uma reta vertical partindo do
ponto O (no infinito) até um ponto P encontraremos um
terceiro ponto R na cubica, porém se tragarmos uma reta
vertical partindo do ponto R até o ponto O, esta intersec-
tard a cubica no ponto P. Logo, o ponto O é o elemento
neutro, ou identidade do conjunto e, consequentemente,
R o elemento oposto.

Para demonstrar a associatividade dos elemen-
tos do conjunto C(Q)U{O} de forma geométrica, primeiro
devemos encontrar Q® R (ver Figura 10). Tragando a reta
que liga @Q a R, encontramos o ponto R x Q. Em seguida,
tragamos uma reta vertical partindo do ponto O, no infi-
nito, até o ponto R * Q. Pelo Teorema de Bezout, encon-
tramos @ @ R. O passo seguinte consiste em tragar uma
reta que liga o ponto Q@ ® R ao ponto P. Observemos que
a intersegao estara entre o ponto Q & R e P, que denota-
remos de I. De forma analoga, tragamos uma reta vertical
até o ponto O e encontramos o ponto H = P @ (Q @ R).

Figura 10 — Associatividade de pontos.

®Y

Fonte: (VIEZZER, 2000)

Por outro lado, ao tragarmos uma reta que passe
por P e @ (Figura 10), encontramos o ponto P x @ e ao
tracamos uma reta do ponto O até P x ), encontramos
P & Q. Em seguida, tragamos outra reta do ponto P & Q
ao ponto R. E possivel notar que essa reta interceptara
a curva eliptica também no ponto I. Por dltimo, traga-
mos uma reta vertical de I até O, encontrando o ponto
H = (P ® Q) @ R, coincidindo com o ponto P & (Q @ R).
Provando que o conjunto de pontos racionais pertencen-
tes a curva eliptica possui uma estrutura de grupo abeli-
ano.

CONSIDERACOES FINAIS

A construgdo deste artigo possibilitou o breve
contato com varios temas da Matemdtica, dentre elas, a
influéncia das curvas elipticas na resolugido do Teorema
de Fermat, a aritmética modular, a geometria projetiva e
a estrutura de grupo.

Foi visto que, para encontrar pontos racionais
sobre curvas, apesar de envolver muito algebrismo, a utili-
zacao de formas geométricas tornou o trabalho mais com-
preensivel, inclusive ao provar a estrutura de grupo abeli-
ano do conjunto de pontos racionais em curvas elipticas
com a operagédo de adigao de pontos.

Vimos que ao definir uma operagdo geométrica
sobre o conjunto de pontos racionais de uma curva elip-
tica, determinamos uma estrutura de grupo abeliano.
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