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RESUMO

A modelagem de muitos problemas do cotidiano é feita
por intermédio das equagdes diferenciais (ED). O pro-
blema da corrente oscilante nao é diferente disto e, por
se tratar de um problema de facil exibigao e relativo enten-
dimento, o discutiremos, neste artigo, com o objetivo de
determinar e interpretar sua solugdo. Nao discutiremos
detalhadamente e nem apresentaremos a teoria que trata
das equagoes e das fungdes de Bessel, entretanto, apre-
sentaremos a teoria que envolve a transformagao de uma
equacgdo de Bessel singular (ndo exibida em sua forma
padrédo) em sua forma padréo, as quais exibem a solugao
geral como combinagao linear de funcdes de Bessel de
primeira e segunda espécies. Por fim, de posse da solu-
¢ao da equacao de Bessel que modela o problema da cor-
rente pesada oscilante, constataremos que o movimento
periédico depende exclusivamente de seu comprimento
e a sequéncia de tempos de oscilagdo exibe a tendéncia
do movimento a um regime estacionario.

Palavras-chave: Corrente oscilante, Equagbes de Bes-
sel, Transformagoes de EDO.

ABSTRACT

The modeling of many everyday problems is done through
differential equations (DE). The oscillating current prob-
lem is no different from this and, since it is a problem
that is easy to display and relatively understandable, we
will discuss it in this article, with the aim of determining
and interpreting its solution. We will not discuss in de-
tail nor present the theory that deals with Bessel's equa-
tions and functions, however, we will present the theory
that involves transforming a singular Bessel equation (not
shown in its standard form) into its standard form, which
exhibit the general solution as a linear combination of first
and second species Bessel functions. Finally, having the
solution of the Bessel equation that models the problem

of the oscillating heavy current, we will find that the peri-
odic movement depends exclusively on its length and the
sequence of oscillation times shows the tendency of the
movement to a stationary regime.

Keywords: Oscillating Chain, Bessel equations, ODE
transformations.
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INTRODUCAO

Segundo Cannon e Dostrovsky (2012, p.
53), Daniel Bernoulli (1700-1782) e Leonhard Euler
(1707-1783) discutiram o problema da oscilagéo de
uma corrente suspensa por uma de suas extremida-
des em Sao Petersburgo, Russia, antes da sua par-
tida, em 1733, para a Universidade de Basileia, na
Suica. Bernoulli modelou o problema para peque-
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nas oscilagdes, obtendo a equagdo do movimento
€ a sua solugao dadas, respectivamente, por equa-
cbes e funcdes de Bessel, em 1732, 52 anos antes
do nascimento de Friedrich Wilhelm Bessel (1784-
1846) (BARICZ, 2010, p. 7). De acordo com WAT-
SON (1995, p. 3), Bernoulli publicou, em 1738, um
livro de memérias contendo enunciados de varios
teoremas sobre as oscilagbes de correntes pesa-
das.

Neste artigo, encontramos a solucéo para
o problema de uma corrente oscilante pesada,
modelando-o e obtendo uma equacéo EDO linear e
a transformando em uma equagéo de Bessel. Para
tal, apresentamos algumas manipulacoes necessa-
rias para transformacdes de EDO lineares homogé-
neas de segunda ordem para equagodes de Bessel
no formato padrao.

Por fim, os métodos expostos neste traba-
Iho podem ser replicados em outros problemas que
sejam coerentes com o calculo aplicado na solugéao
do problema corrente como, por exemplo, no pro-
blema da flambagem lateral de vigas quando fletida
no seu plano possui, na diregao ortogonal, pequeno
momento de inércia a flexao ou a torgdo, ou ainda
na estabilidade global de poérticos sob a acao de
cargas verticais (VASCONCELOQOS, 1990).

EQUACAO DE BESSEL

Segundo WATSON (1995, p. 1), as equa-
¢bes de Bessel derivam, por transformacoes ele-
mentares, das equacgdes de Riccati e, segundo But-
kov (1988, p. 136), as funcdes de Bessel surgem
como solugdo destas, ao utilizar o método de Fro-
benius.

Conforme BARICZ (2010, p. 7), o resultado
das funcdes de Bessel foi resultado do seu estudo
de um problema do astrbnomo e matematico ale-
mao Johannes Kepler (1571-1630) para determinar
0 movimento de trés corpos sob gravitagdo mutua, e
sua teoria é frequentemente usada ao resolver, por
exemplo, problemas de hidrodinamica, acustica, fi-
sica de radio, fisica atbmica e nuclear e teoria da
informacgédo. Essas fungdes também sdo eficazes
para resolver problemas da mecanica das ondas e
teoria da elasticidade.

Uma EDO de Bessel de ordem v é dada
por:

d*y 1dy v?
Y LW (1Y )y = o 1
dw2+xdm+< x2)y 0 M

Suas solugbes sao conhecidas como fun-
coes cilindricas e, entre estas, as mais conhecidas
sdo as fungdes de Bessel (BUTKOV, 1988, p. 359).

Considere a solugao da equacao (1) sob a
forma de uma série de Frobenius:

y(@) =Y ana™". ()
n=0

Apds substituir a série (2) na equacao (1),
obtém-se uma equacao (equacgao indicial) com as
raizes s = +v e s = —v. Para determinar a série, de-
vemos encontrar seus coeficientes que dependem
de v. A férmula de recorréncia dada por uma equa-
¢do com os coeficientes da série, considerando a
raiz positiva, gera uma série explicita para a solu-
¢ao, que é representada pela Equagao 3, chamada
de fungao de Bessel de primeira espécie de ordem
v (J,(z)) (SANTOS A.; DO NASCIMENTO, 2020, p.
7):

(="

_ v+2k
Tulx) = kZ:O Wtk ezt @)

A série (3) converge (pelo teste da razéo)
para todos os valores de z, ndo importa qual o valor
de v (BUTKQV, 1988, p. 360).

Figura 1 — Fungdes de Bessel Jy, J; € J,

Fonte — Autores usando IATEX 2:/PSTricks.

A Figura 1 ilustra o comportamento das fun-
coes de Bessel de primeira espécie quando v =
0,1,2.
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Raciocinio analogo pode ser realizado para
obter:

TRE I pp—
T LR (k- v+ )22

ka—y. (4)

Obtemos, assim, um par de solugbes para

a EDO (1). Essas fungdes constituem um par line-
armente independente se o0 seu wronskiano

W(J,,J ) = _QM

T

é diferente de zero (SANTOS A.; DO NASCI-
MENTO, 2020, p. 8) e a solugao geral da equa-
cao (1) é dada por:

y(z) = ey (x) + cad_, (). (5)

Entretanto, se W(J,,J_,) = 0, a segunda
solucdo da equacao geral (5) pode possuir singula-
ridades, perdendo a linearidade do par de solucoes.
Desse modo, podemos supor que a outra solugao
seja da forma:

O(z) = p(x)Jy (2)- (6)

Com as devidas manipulagdes matemati-
cas (SANTOS A.; DO NASCIMENTO, 2020, p. 8),
obtemos:
dx
®(x) = Jy(x)/JW. (7)
N————

»(x)

A fungdo em (7) é chamada funcao de
Bessel de segunda espécie de ordem v ou fun-
¢ado de Neumann de ordem v e denotada por
Y, (x), paratodo v € R.

Figura 2 — Fungdes de Neumann Yy, Y7 e Y,

10 Funcoes de Bessel de sequnda espécie ¥, (x)

— Yalx)
¥alx)

¥alx,
05 2x)

0.0

Fonte — Elaborada pelo Autor

A Figura 2 ilustra o comportamento das fun-
cOes de Bessel de segunda espécie quando v =
0,1,2.

Assim, a solucao da equagéo (1) para 2v €
Z é dada por:

y(z) = aadu(z) + Y, (). (8)

EDO DE BESSEL NA FORMA PADRAO

Na pratica, é raro modelar um problema por
uma EDO e esta se apresentar como uma equacgao
de Bessel que esteja na forma padréo (1). Dessa
forma, apresentaremos um resultado em que certas
EDO lineares homogéneas de segunda ordem com
coeficientes variaveis, quando submetidos a certas
transformacdes de varidveis dependentes ou inde-
pendentes, sejam convertidas em:

d?y d?y
I2E +I@+ (1‘2 —1/2)y = 0. (9)

Apesar da dificuldade em se identificar
qual destas transformagdes deve ser usada, temos
como objetivo obter a forma padrdo da equacao de
Bessel, uma vez que nessa forma, sua solugao é
determinada, apenas, pelo conhecimento de seus
coeficientes.

Um resultado que abrange a maioria dos
casos das transformagées de EDO de Bessel é:
Proposicdao 1. A EDO da forma

d*y dy
22@4—(1—2@),2%4— [62722“27 +a? - 1/272] Y =0,
(10)

com «, 3, v € v constantes, podem ser reduzidas
a uma EDO de Bessel padréo, se efetuarmos a se-
guinte mudanca de variaveis:

t= B2 (11)
Y = 2%, (12)
obtendo-se:
d’>p 1ldp V2
dt2+tdt+(1_1£2>p_o’ (13)
cuja solugdo é:
p(t) = C1d,(t) + C2Y, (1) (14)
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Consequentemente, a solugédo de (10) é:

Y(z) = C12°J,(827) + Ca2?Y, (827). (15)

A funcdo Y, pode ser substituida por J_,,
casov ¢ Z.

Demonstracao:
Derivando, respectivamente, as equa-
¢bes (11) e (12) com respeito a variavel z, temos:

ﬁ = ﬁfyz'y_l_ (16)
dz
drp o1 adp dt
— = 17
dz A i (17)

Derivando a equacéo (17) com respeito a
variavel z, temos:

2
6;712# _ dp (B,Yaza—&-’y—Q) n (p(XQZa—Q —paza_z)
¥ % (Braz+72) 4 % (gy2000-2)
- Lo
_ E(ﬁ,}/z + 2) dt2 (62 2 a+2y— 2X18

Multiplicando por 22 a equagéo (18) e por
(1 — 2a))z a equagédo (17), obtemos, respectiva-
mente:

dz?

- % (B*yazaﬂ) + (pan“ — paz“)
(B QZ(x—i-'y)

(62 2 a+2'y) (20)

(19)

- d—p(ﬂfyazaﬂ)ﬂ—p

_ d a+y

dt ACERUE dt2
dy

(1- 204)2% (21)

(ﬁvza+”)

— flit (257@2“"”). (22)

= paz® —2pa’z® +

Substituindo as equagdes (19), (21) e (12)
na equagao (10), obtemos:

d’p 1 dp v2%p
—+ ——— ——— ] =0. 2
az t Bz7 dt + ( B%Qv) 0 (23)

Agora, substituindo a equacdo (11) na
equacao (23) e reorganizando, obtemos:

Pp  1dp v?
— 4+ —— 1-—=]p=0. 24
dt2+tdt+< t2>p (24)

Como queriamos demonstrar.

A seguir, temos dois exemplos onde utiliza-
mos o resultado obtido na Proposi¢éo 1.

Exemplo 1. Considere a EDO linear e homogénea
de segunda ordem

o d*Y dip
d — +a d—+bz%:0. (25)

onde a e b sdo constantes positivas. Para determi-
nar sua solugdo, aplicaremos o resultado visto na
Proposigdo 1. Igualando os coeficientes das equa-
cbes (10) e (25), obtemos: a« = 1 —a, v = 1,
B = +Vb, v = +(1 — a). Dessa forma, uma solu-
¢ao da equacgdo (25) é

P(z) =

Exemplo 2. Considere a EDO linear e homogénea
de segunda ordem

a2 1dip (

Clzl_aJlfa(Z) +022’1_GY1,Q(Z>. (26)

a2 zds

+ 432> ¥ = 0. (27)

Para encontrar sua solugao, aplicaremos o
resultado visto na Proposicdo 1.

Uma vez igualado os coeficientes, temos
que a equacdo (10) é equivalente a (27) se fizer-
mos:a=1,v=2,8= 3 ev = i§ e a sua solucéo
(Equacéo 27) é dada por:

2

¥(z) = CrzJy (12’ ) + CazJ_1 (;f) . (28)

Exemplo 3. Considere a EDO linear e homogénea
de segunda ordem
d2
I f + k=0 (29)
A equacéo (10) tem paridade com a (29) se
fizezrmos: o = =, v =1, =k, v = i%. Portanto,
sua solugao (equacgao (29)) é dada por:

U(z) = C122J1(kz)+CQZ2J 1 (k). (30)

Naturalmente, nos casos os quais as EDO
de Bessel que nado estdo na forma padrdo e néo se
aplica a Proposigao 1, € necessario outra mudanga
de variavel dependente ou independente e podem
ser vistas em (RELTON, 1946, p. 38), (WATSON,
1995, p. 105) e (KARMAN; BIOT, 1942, p. 77).
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O PROBLEMA DA CORRENTE OSCILANTE

Considere uma corrente pesada flexivel ¢
(ver Figura 3), de comprimento L, massa m e den-
sidade linear p = ..

L

Se ¢ esta suspensa por uma de suas ex-
tremidades O (origem de um sistema cartesiano or-
togonal yz), a intensidade do seu peso P = mg =
pLg, em que g € a intensidade da aceleracao da gra-
vidade, provoca uma tra¢do de intensidade 7', em
um ponto arbitrario A(y,x) € ¢.

Seja s 0 valor do comprimento de corrente
existente entre os pontos O e A, e B € £ um ponto
muito préximo de A, ou seja, s + ds.

Figura 3 — Corrente pesada engastada

€T Fonte — Autor

Dessa forma, a intensidade T' da forga de
tragéo no ponto A é dada por:

T = pg(L — s). (31)

Como a corrente nao resiste a flexdo, a
forca de tracdo T é tangente a qualquer ponto da
corrente deformada e sua decomposi¢cdo em rela-
cao aos eixos y € = nos da vetores de intensidade:

T, =
T,

T cos(¢) (32)
T'sen(¢), (33)

em que ¢ é o angulo formado entre o vetor T e o
eixo vertical.

Entre os pontos A e B ocorre variagao da
intensidade na componente horizontal da tragédo 7.

Através de uma manipulagdo matematica e utili-
zando a equagéo (33), segue que:
oT,

8—:ds = % {T sen(qb)] ds

0 oy

T, =

Como T, provoca oscilaggo na corrente de

dT,
massa m = p ds, a forga resultante s que gera
S

2
0 movimento de aceleracao % nos da, pela se-
gunda lei de Newton:
ar, 0%y
s P @, (35)

em que ¢ é a variavel tempo.

Comparando-se as equacoes (34) e (35)
e considerando a condicdo imposta pela equa-
¢éo (31), encontramos a expressao que rege 0 mo-
vimento oscilatorio:

Py 0 Oy
.2 [gu; - %s] (36)

Usando o método de separacao de varia-
veis (BUTKOV, 1988, p. 295), duas possiveis solu-
¢bes para a equagéo (36) sao:

u(s) cos(wt + ¢p) (37)
v(s) sen(wt + ¢p) (38)

yi1(s,t) =
y2(8’ t) =

em que w é a velocidade angular descrita no movi-
mento e ¢, é a constante de fase.

Substituindo y; (equagéo (37)) na equa-
¢ao (36), obtemos:

v du  W?
@ as g T’ (39)

(L~ s)

Para identificarmos que (39) é uma equa-
cao de Bessel, vamos efetuar a seguinte mudanca
de variaveis:

z = (L—3s) (40)

u(s) = ¥(z) (41)

W—Q = K2 (42)
g

Calculando as derivadas de primeira e se-
gunda ordem da Equacao 41 e, efetuando-se as de-

PEIXOTO, R. M. S., DO NASCIMENTO, P. H. R.

5

RY.CX

Revista Eletronica de Citncias Exatas e Tecnologicas



vidas substitui¢cdes, obtemos:

Py di
27 — 2 =
“ +Zdz + Kz 0 (43)

A equacéo (43), claramente, ainda ndo esta
na forma padrao de Bessel. Sendo assim necessé-
rio uma mudanga nas variaveis dependente e inde-
pende.

Comparando a equacao (43) com a equa-
¢édo (10) da Proposicéo 1, temos:

o =

v
8 =
v =

© Do~ e

€ a equacgdao (43) toma a forma:

d? 1d 2
Pt (- )e=0 @

cuja solugéo, para ¢ > 0, é dada por:

p(t) = C1Jo(t) + C2Yo(t). (49)

Substituindo nas equacoes (11) e (12) os
valores das constantes a, v e 3 obtidos e, em se-
guida, os de p e t na equacgéao (45), temos:

¢(Z) =C1Jy (2%3\/2) + 1Y) (2&\/2) . (46)

Substituindo-se na equacéo (46) as igual-
dades das equagdes (40) e (41), temos:

u(s) = C1Jo (zmm) LY (zmm) , (47)

emque (0 < s < L.

Observa-se com as oscilagdes da corrente
que os valores de y(s,t) = u(s) - cos (wt + ¢g) de-
vem ser finitos, mais especificamente, entre 0 e L, e
como os valores de Y; (2xV/L — s) decrescem inde-
finidamente quando os valores de s se aproximam
de L (ver Figura 2), a solugao a ser considerada é

u(s) = CiJdy (2/@'\/L - s) ,0<s< L. (48)

Na extremidade O da corrente (ver figura
3), temos y(s,t) = 0. Portanto, u(s) = 0, para s = 0,
obtendo:

u(0) = 1o (26VL) = 0. (49)

Como ndo queremos a solugéo trivial, con-
sideramos C; # 0 e 2x\/L s&o os zeros de Jy. Na
tabela 1 apresentamos alguns zeros de Jy que fo-
ram obtidos utilizando um cédigo Phython, a seguir,
por meio do SciPy (biblioteca open source), execu-
tado na plataforma Google Colaboratory,

import scipy.special as sc

x = sc.jn_zeros(0,5)

Tabela 1 — Raizes &, da equagéo Jy(¢) =0

&n
2,405
5,520
8,654
11,792
14,931
Fonte — Elaborada pelo autor

| =W | N|= |3

Portanto, para cada raiz &, de Jy, 0 movi-
mento periédico possuira um valor para a veloci-
dade angular w = 27 f, em que f é a frequéncia
da oscilagao da corrente ¢. Deste modo, o periodo
de ¢, considerando a primeira raiz de J; é:

5. 2r f

V9
——

K

/L = 2,405.

Segue que:

47 L
ST

Observe que, no problema da corrente pe-
sada flexivel, as oscilagdes ndo dependem de sua
densidade p, isso ocorre por que nao existe peso
anexado em sua extremidade, como no caso do
péndulo simples que, segundo Young e Freedman
(2008, p. 53), considerando apenas pequenas 0s-
cilagdes, o periodo dependera, exclusivamente, do
seu comprimento e a forga restauradora, que é um
componente do peso da particula, é proporcional a
massa da particula. Além disso, ao compararmos
0s movimentos, com pequenas oscilagdes, de uma
corrente pesada e de um péndulo simples, ambos
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com 0 mesmo comprimento, verificamos que o pe-
riodo na primeira oscilagdo da corrente, vale 83, 1%
do periodo do péndulo simples.

Para os demais valores das raizes de J; é
possivel obter os demais periodos de oscilagao do
movimento da corrente pesada.

Tabela 2 — Periodo de oscilagao para cada raiz de
Jo

n fn T
47 £
5,520\ ¢
47 L
4 [
3865 8,654\ ¢
47 £
11,792\ ¢
47 L
14,931 | ———1/—
o 93 14,931\ ¢

Fonte — Elaborada pelo autor

2 | 5,520

4| 11,792

Com os valores obtidos na tabela 2, nota-
se que, com o avangar do tempo, teremos periodos
cada vez menores, ou seja, a corrente ira parar.

CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado o estudo do
problema de uma corrente pesada oscilante, inici-
almente feito por Bernoulli, em 1732. Para isso, foi
obtido a equacao que rege este movimento, uma
EDO linear e homogénea de segunda ordem. Com
o auxilio de algumas mudancas de variaveis foi pos-
sivel transforma-la em uma EDO de Bessel no for-
mato padréo e, consequentemente, obtivemos sua
solugdo como uma combinagéo linear de fungdes
de Bessel de primeira e segunda espécies. Devido
a sua condigao de fronteira, y(s,t) = 0, (Dirichlet)
pré estabelecida, foi possivel observar que as os-
cilacdes da corrente ndo dependem da sua densi-
dade, apenas do seu comprimento, e que 0 movi-
mento tende a parar.
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